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Richiami di algebra

| radicali

Razionalizzazioni

A4 4 BT 4wt 4B
B 4B /g i3 B
4 4 JB¥JC 4-WBFJC) 4-WBFVC)

VBJC JB:C VBFJC (Jpf-(Jc]  B-C

Radicali doppi +a=+ Jb

Se a—b & un quadrato perfetto

aiﬁ;\/‘”m i\/a—m

2 2
)
Seb e divisibile per 4 ed esistono due numeri intee q tali che pa= 4
ptgqg=a

Ja b o

Il valore assoluto

a sea>0
la|=
—-a sea<0

Proprieta del valore assoluto

OalOR |a]|=0;

Oa,bOR Jalb|=|alOb];

Oa,bOR Ja/b|=la]|/|b];

Oa,bOR |a+b|<|a|+|b]| (disuguaglianza triangolane
OadR \/a_2=|a|;

Sek=0

la] <k < -—-k<a<k

|la]>k = a<-k O a>k

laj]=k = a=zxk

Sek<O0
|a|<k ladisuguaglianza e impossibile
|a| >k ladisuguaglianza é sempre vera



Le equazioni di secondo grado

a+bx+c=0 conabclOReaz0 0O «x= A =b? - 4ac

Se b e un numero pari

2
_2i @j —ae A (bY
O —:(—j —ac
4 2

X =
a

se A > 0 l'equazione ha due soluzioni reali e distinte
se A =0 l'equazione ha due soluzioni coincidenti
se A <0 l'equazione non ha soluzioni reali

Relazione tra i coefficienti e le soluzioni

, . . . b
Se I'equazione ha due soluzioni regliex, allora x; +x=—— e x Do =
a

Q|

Regola di Cartesio

Data un’equazione di secondo gradmé + bx + ¢ = 0, ad ogni permanenza dei segni dei
coefficienti a, b, c corrisponde una soluzione negativa, ad ogni variazione una soluzione positiva.

Equazioni incomplete

. e C
impossibile se — <0
a

Seb=0 (equazione purap¥ +c=0 O =——

x=t |-< se -£ >0

a a
Sec=0 (equazione spuriap +bx=0 O x{ax+b)=0 O x=ODx:—2,
a

Se b=c=0 (equazione monomia@=0 O x=0.



Regole di scomposizione dei polinomi

Numero _del Regola Esempio
termini
Raccoglimento totale 6ab? + 3ab® = 3ab’[(2 +b)
Binomi Differenza di due quadratiA?— B*= (A + B)[{A—B) X — A% =% — ()% = (x + )X — 2)
Differenza di due cubi:A3—B*= (A - B)[[A%+ AB + B?) 8_a’=2-a’=(2-a)@ +2a+ad)
Somma di due cubi:A*+ B3= (A + B)[(A’— AB + B?) b+ 27 =b*+ 3=+ 3)b*-D+9)
Raccoglimento totale 6XC— 2¢+ Ax = 2B —x + 2)
Quadrato di un binomio:A?+ 2AB + B?= (A + B)? a’—da+4=@-2f
A=a, B=-2; 2AB=2@[-2) =—4a
Trinomio speciale: X*+ Sx+ P = (x + A)[{x + B) X —x—6 =+ 2)[x—3)
Trinomi S=A+B S=-1=2+(3)
P=AB P=-6=2(23)
Trinomio di 2° grado:ax® + bx + ¢ con due zerky, X, 2@ —B—3= Z(x +%j (x=123)
ad +bx+c =a(Xx—x) (X —X) |
L _5EV25424 547 -3
b 4 4 3
Raccoglimento totale X' — 3¢ — 6¢ + 4x = X[ — 3¢ — B¢ + 4)
Raccoglimento parziale 2a°— 4a—ab+ 2o = 2alla— 2) -b(a—2) = @— 2)(Ra—h)
Quadrinomi

Cubo di un binomio: A3+ 3A%B + 3AB*+ B*= (A + B)®

a—6G’+12a-8=@a-2)
A=a, B=-2; 3A’B=3@%(-2) =—6a°, 3AB’= 3A[(-2)°=12a




Richiami di geometria euclidea

Teorema di Pitagora

i2 = C12 + C22
Cy Cy
c2=it—c?
i
2 =i2—c?
Teoremi di Euclide
C1 h C Primo teorema i:C1=Ci:p1 I:C2=Cip1
Pr P Secondo teorema p;:h=h:p;
i
Formula di Erone
c b Indicato conp = atbtc
Area= \/p-(p—a)-(p—b)-(p—c)
a
Teorema di Talete
r AJ \A
s B B’ r/s/t O AB:BC=AB :BC

N\

Teorema della bisettrice di un angolo interno di un triangolo

A

BADOCAD [

BD:DC=AB:AC



Sezione aurea

X sezione aurea di un segmento di lunghezzd]

aurea del raggio

J5-1

a:x=x:(@-x

X:—_[a
2

Perimetri ed aree e di alcune figure piane

a
Il lato del decagono regolare inscritto in una circonferenzaialeglla sezone@
|

Trapezio Parallelogramma Rombo
b
d
h h o
L | I
B b
S= (B+b)-h S=bHh P-4 S d-d,
2 2
Poligono regolare Cerchio Settore circolare

/

P = perimetro, n = numero dei lati

P-a
2

S=ncotg(”j-12 =nsen(2ﬂj-r2
4 n 2 n

P=nll S=

C = lunghezza della circonferenza|

C=2nmr S=nmr?

o = misura in radianti dell’'angolo a
centro corrispondente

l-r 1,
S= =—ra

sl 8=

Segmento circolare

r

r

a = misura in radianti dell'angolo a
centro corrispondente

S= %rz(a —sena)




Aree e volumi di alcuni solidi notevoli

Parallelepipedo rettangolo

S=2@+h)h

S=2@b+ah+bh) V=abh

Piramide

V=1%h
3

Piramide retta

LTy

P = perimetro della base

S=1Pa V=1xh
2 3

Prisma retto

P = perimetro della base

Tronco di piramide

Lo
[

Tronco di piramide retta

P = perimetro base maggiore
p = perimetro base minore

S=1(P+pa
S=Ph V=$h V= 1h(B+b++/Bb) 2
3 V= lh(B+b+\/B_b)
3
Cilindro Cono retto Tronco di cono

<8}

Szznrh V:nzh S:nra :lnrzh S=7-I(R+r)a
3 V:lnh(RererrRr)
3
Sfera Calotta e segmento sferico
S= 4r7? V=4md S=2mRh V=!m?3R-h)
3 3




Geometria analitica

Distanza tra due punti &q; y1) € K2; V2)

ylk y‘k le
Yo oo
. R d ;
! ! Vi |----4 . !
o| x X, x o] x=x x ol x X2 ox

‘xz _xl‘ S€ =0

‘yz _J’1‘ S€ X, =X

d =\/(x2 _xl)z +(Y2 _)’1)2 :{

Punto medio di un segmento di estremig; y1) € K2; V)
X tX,
2
+
y, = N 2y2 ‘
X
La retta
Equazioni delle rette parallele agli assi Equazioni delle rette non parallele all’assg
y t x=K y 1
n y=h y=mx+q
x=0 /m
ol y=o0o |k x 0 X
Equazione della retta in forma implicita Equazione della retta in forma esplicita
ax+by+c=0 y=mx+q

m coefficiente angolarey ordinata all’'origine

Equazioni delle bisettria dei quadranti

1° e 3° quadrantey = x N

2° e4° quadrantey = —Xx

Prof. Aldo Fasano 7



Condizione di parallelismo
A

y=mX+q;

m =N

e

Yy =mpX + Q2

@]

Retta passante per un puntoxo; Yo)

A

y

Y—Yo=m (X—Xo)

><"

T

Yo

/
S

Distanza di un punto &o; Yo)
dallaretta ax +by+c=0

4

y
ax+by+c=0
J- ‘a)c0 +by0+c‘
Yobooofmm oo Na* +b?
O / Xo X

Condizione di perpendicolarita

y mlm'lz =-1
~_ oppure
1
- ) -
Yy = MiX g 7/5 2 m
X;
(0] / y=mX+0q;

Retta passante per due puntA eB

Y —Ya = Mag (X—Xa)

v

Asse di un segmento di estremi
A(X1; Y1) eB(x2; y2)

Y2
Ym
Y1

o

(X=Xx)% + (Y =y’ = X—%)* + (y —y2)°

1
oppure Yy —yy =-—

(x=2xy)

mp

Bisettrici degli angoli formati da due rette ajxx +byy +¢c; =0 eaxx +by+c, =0

A

y 1
a1X+b1/+Cl=0'| a2X+b2y+C2:0

Prof. Aldo Fasano

ax+by+c

=+

a,x+b,y+c,

2 2
\a,” +bh

- 2 2
Ja,” +b,




La circonferenza

Definizione di circonferenza: PC=r

Equazione della circonferenza
con centroC(a; B) e raggior

A

) (x-a) + (y—pP=r"

Definizione di parabola: PF = d(P;r)

Parabola con asse di simmetria
parallelo all'assey

y* a>0 asse

NI
N

v direttrice

(@] X

Equazione:y=axX +bx+c A=b’—
a> 0 laconcavita e rivolta verso l'alto

a<0 laconcavita e rivolta verso il basso

Asse di simmetria x:—i
Vertice i Aj
2a 4da
Fuoco ( i 1- )
a
Direttrice y=-

4a

Prof. Aldo Fasano

La parabola

C centro

Equazione canonica della
circonferenza

X +y*+ax+by+c=0 cona’+b’—4c>0

Centro C(— a;—b]
22

i 5] (4]

ia asse di

Y vertice

r direttrice

Parabola con asse di simmetria
parallelo all'assex

4
y a>0
diretfrice
asse
v \ F
\ >
o N X

Equazione: x=ay* +bhy+c A=b’—
a>0 laconcavita e rivolta verso destra

a<0 laconcavita e rivolta verso sinistra

Asse di simmetria y= _b
2a
Vertice V(_A. _b
4qa’ 2a
Fuoco pll=Aa. b
4a ° 2a
Direttrice o 1tA
da



Parabola avente direttrice y=d e fuocoF

Ye \\4 F
FN

y=d

(o) Xg X

(y—d)* = x=x)* + (¢ —¥F)°

Equazione della parabola di verticevV
ed asse parallelo all'asse

)’—yv:a(X—Xv)2

Definizione di ellisse:

Distanza focale:Fle =2c
b=+a*-¢? C=+a’-b?

C s distanza focale
Eccentricita: e

- lunghezza dell'asse maggiore

Equazione dell’ellisse riferita agli assi

a>b y
B,
b
A]_ a A2
lzl (e} l:2 X'
B:

Vertici: Aq(—a; 0), Ax(a; 0), B1(0; —b), Bx(0; b)
a>b

i fuochi sono sull’assg Fi(—c; 0), Fy(—c; 0)

asse maggiore 44, =2a

asse minore BB, =2b
T C
eccentricita e=—
a

Prof. Aldo Fasano

Parabola avente direttrice x =d e fuoco F

s

YF

@)

(x=d)* = x=x)* + (Y —¥F)°

Equazione della parabola di verticevV
ed asse parallelo allasse

X=Xy =a(y—w)’

L’'ellisse

2
X
2
a

PF, + PF, =2a cona>0

p asse minore

distanza focale

+ y_j =1 .
asse maggiore
y B,
a<b F,

b
A a A .
o X

Fi¢
B

10

a<b

i fuochi sono sull’assg F;(0;—c), F,(0;—c)

asse maggiore

asse minore

eccentricita e=—

bommmmmmmmmm—— -4



Definizione di iperbole:

Distanza focale: FF,=2

b=Ve*-a® C=+a*+b*

Eccentricita: distanza focale

e =
lunghezza dell'asse trasverso

Equazione delliperbole riferita agli assi

2 2
Se i fuochi appartengono allasse: * _Y _;

2 2
a b

B,

vertici reali: Ai(—a; 0), A(a; 0),

vertici non reali By(0; —b), By(0; b)
fuochi Fi(=¢; 0), Fa(~-c; 0)

asintoti y=%

asse trasverso

asseanon trasverso

T c
eccentricita e=—
a

Iperbole equilatera A A, =BB,
c=a\2
asintoti y =+x

y=-x y=
B,

a
A A

B,

Se i fuochi appartengono all'asse x> —y? = a?

Prof. Aldo Fasano

|P_F1—P_Fz|:2a cona>0

L’iperbole

asse trasver

1
1
1
1
I
I
!
1
1
+

fUOIth

asse nom trasvers

a’ b
y A
y= —éx F%» y=—X
a
B
b 2
Ay @) A
a X
By
[ ]
Fi
vertici reali: B1(0; —b), By(0;b)
vertici non reali Ai(—a; 0), Ax(a; 0)
fuochi F1(0; —c), Fx(0;—-c)
. . b
asintoti y=t—x
a
asse trasverso BB, =2b
asse non trasverso A4, =2a
T c
eccentricita €=
a=b

Se i fuochi appartengono all'asge ¥ —y* =-a°

11



Equazione dell'iperbole equilatera riferita agli asntoti: xy=k con k#0

a=.2k c=2Jk

k>0 ivertici e i fuochi sono sulla bisettrice k<0 ivertici e i fuochi sono sulla bisettrice
ylr h y
k>0 =—_X
y=x y k<O
I:2 I:l
A A
4 a
A/ |O X O\ A ]
F F2
del primo e del terzo quadrante del secondo e del quarto quadrante
vertici 4, (- k; _\/E) 4,V Vi) vertici  4(-v=; «/—k) 4=k —V=k)
fuichi Fl(—\/ﬁ;—\/ﬁ) Fz(ﬂﬂ) vertici Fl(—\/—zk;\/—zk) FZ(\/—Zk;—\/—Zk)
. ) b y
Funzione omografica y= e concz0 ead—bcz0 y I |
cx+d :
asintoti: y=2 e = :
C C :
centro di simmetria: C(_d; “j ) ; X
c ¢ ' \'
________ S
' a
\ : C y==
L d
| X=—-—-—
: C

Prof. Aldo Fasano 12



Grafici trasformati

y
y =f(x-2a)
/1
y =f(x)
V -
o a X

Il grafico della funzioney = f(x — a) si ottienetraslando
orizzontalmente il grafico della funziongy = f(x) del
vettore v = (a; 0).

Se a > 0 la traslazione & verso destra, ®e< 0 la
traslazione avviene a sinistra.

Il grafico della funzioney = f(x) + b si ottienetraslando
verticalmente il grafico della funziong = f(x) del vettore
v =(0;h).

Seb > 0 la traslazione & verso l'alto, Is& 0 la traslazione
e verso il basso.

y=fX)+b

/y = f(x)
~ -

y y
ﬁ
Vv

(@)

y r
y=f(xa) O0<a<l
Yo NP
y =f(x)
0 Xo X

Se 0 <a < 1 il grafico trasformatoy = f(x/a) appare
contratto orizzontalmentaspetto a quello di partenza.

y y=f(xa) a>1
/ \ 5
Yo
y =f(x)
(@] Xo 'x

Sea> 1 il grafico trasformaty = f(x/a) apparedilatato
orizzontalmenteispetto a quello di partenza.

y
y=blf(x) b>1
Yo
° y = f(x) /
O XO v X'
Se b > 1 il grafico trasformato appardilatato

verticalmenteispetto a quello di partenza;

y
y=bf(x) O0<b<1
y =1
(0 Xo N~ X !
Se 0 <b<1 il grafico trasformato appareontratto

verticalmenteispetto a quello di partenza.

yt X=a
y =f(24-X) y = f(X)
=
Yo P
O >
2a—Xy la  Xo X

Il grafico trasformatoy = f(2a — x) € il simmetrico de
grafico y =f(x) rispetto alla rettax = a

b y=b
y7 2b —f(x)
2b -y P
o N oy

Il grafico trasformatoy = 2b — f(x) € il simmetrico del
grafico y =f(x) rispetto alla rettax = a

Prof. Aldo Fasano
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y =f(=x) y = f(x)

Yo

(0]

— X Xo

Il grafico trasformato y = f(— x) ¢ il simmetrico de
grafico y =f(x) rispetto all'assg (x = 0)

A

y

Yo
y= f(x)/)<o 4 p’
O X,
/ Yo !

y =f(x)
y=X

Se f e una funzione biunivocd,grafico trasformato  x
= f(x) & il simmetrico del graficoy = f(x) rispetto alla
bisettrice del primo e del terzo quadrante

XO >
O X
—Yo P’
y =—f(x)
Il grafico trasformatoy = — f(x) €& il simmetrico del
grafico y =f(x) rispetto all'asse& (y = 0)
yg-x ooyt Y=
Yo :
7P
—Yo O Xo X
p’ Xo
y =—f(x)

Se f e una funzione biunivoca, il grafico trasformato x
=—f(—x) e il simmetrico del graficoy = f(x) rispetto alla
bisettrice del secondo e del quarto quadrante

Y y =1()
Yo P .
.....:‘. C — _ _
bt----- ____~J& );(ib< f(2a—x)
28— R
0] Xo a
2b—yo

Il grafico trasformatoy = 2b — f(2a — x) €& il simmetrico
del graficoy =f(x) rispetto al punt&(a; b).

A

y=ﬂ©P y
Yo
JO —x X
X i
_yO .............
y=-f(=%
Il grafico trasformatoy = — f(— x) €& il simmetrico de

grafico y =f(x) rispetto all'origineO(0; 0).

della funzione y = f(x) negli intervalli in cui f(x) = 0O;
coincide col grafico simmetrico df rispetto all'asse,

Il grafico della funzioney = |[f(X)| coincide con quellg

mmmmmm s ‘ ------- v
by =19

y=f(Ix])

Il grafico della funzioney = f(|x|) coincide con quell®
della funzioney =f(x) nel semipiano delle ascisse O;
coincide col grafico simmetrico df rispetto all'assey,
y = f(—x), nel semipiano delle ascisse< 0.

y =—1f(x), negli intervalli in cuif(x) < 0.

Prof. Aldo Fasano
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Goniometria

Funzioni goniometriche

Seno e coseno

A1, 0)

Cotangente

Y
1) S

o0
;O

Q

Grafici e proprieta delle funzioni goniometriche

Funzione seno

y y

i y = senx

1

Y1 3I2m - —7:V2

O 2 n a2

Prof. Aldo Fasano
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Dominio D =R
Codominio C = [-1; 1]
Periodicita(O kO Z sen K+ ) = senx,

Limitando lo studio all’intervallo [#; 74

. < w T
la funzione é crescente (H-E; 5]

. < . T T
la funzione é decrescenteﬁn - Ej U (3; nj

Funzione coseno
\ Yy = COSX

o —3W2 o ﬂW/:n om X

Dominio D =R
Codominio C = [-1; 1]
PeriodicitaO k[0 Z cos & + 2kn) = cosx,
Limitando lo studio all’intervallo [# 7
la funzione é crescente in 7(-0)

la funzione €& decrescente in @;

Funzione tangente

y=1tgx

N

v

m =32 S -T2 O 2 T 3ar /2 X

Prof. Aldo Fasano 16



Dominio D =R-{m2 +kmr|k O Z}
CodominioC=R

Periodicita: O kO Z  tg(x + kmn) = tgx
Limitando lo studio aII’intervaII({—%; %)

la funzione é crescente nell’intervallo
lim tgx=+00 lim tgx=-o0
H[Ej H[_E)

X=z 5 asintoti verticali

Funzione cotangente

y = cotgx x=0

Dominio D=R-{kmr|kOZ}
CodominioC=R
Periodicita: O kO Z cotg + k) = cotgx
Limitando lo studio all’intervallo (0n)

la funzione é decrescente nell'intervallo

lim cotgx =+c0  lim cotgx = —o0

x—0" x>z

x=0 eXx =7 asintoti verticali

Prof. Aldo Fasano 17
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Funzioni goniometriche inverse

2

o = arccotg(q)

a = arctg (p) T \ 0

AN D

Grafici e proprieta delle funzioni goniometriche inv erse

Funzione arcoseno Funzione arcocoseno
r y
=1y "
2
y = arccos(X)
y = arcsen k)
X
-1 @) 1
! _r " o X:
---------- 2 -1 1
Dominio D =[-1; 1] Dominio D =[-1; 1]

Codominio [0;74

.. T T
Codomlnlo[——;—}
22 La funzione & decrescente nel dominio

La funzione e crescente nel dominio
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Funzione arcotangente

] T Dominio R
2 ’ . 2 . T T
Codominio | ——; —
2 2
o y = arctg (X) La funzione e crescente nel dominio
X lim arctg(x):iz,
x—>*to0 2
T
Y05 T :
y =+— asintoti orizzontali
) 2
Funzione arcocotangente
Ty _ Dominio R
T y=n
Codominio (0;n)
La funzione e decrescente nel dominio
y = arccotg ) )
2 lim arccotg(x) =0
X—>+0
lim arccotg(x) =7
X—>—0
URe y=0 x y=0 ey= asintoti orizzontali
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Funzioni goniometriche di angoli particolari

Misura in | Misura in seno coseno tangente cotangente
gradi radianti 9 g
0° 0 0 1 0 non esisted)
15° % V6 ; 2 V6 Z V2 23 2+3
. T J5-1 V104245 V251045
18 N N TT AN A S 5+ 2\/§
10 4 4 5
200300 | % 2-V2 2442 J2-1 V2+1
8 2 2
- 1 3 V3
30° — = - 2
6 2 2 3 ﬁ
o T - 5+1
6 : 10-25 5 foas | IO
45° 3 ﬁ ﬁ 1 1
4 2 2
" 3 J5 41 10245 25+10+/5 5_205
10 4 4 5
x NG 1 V3
60° - - 5 Y
3 2 2 - 3
3 —
67°30° | Vz;ﬁ “22*/5 J2+1 V2-1
790 2 V10+24/5 V5-1 52205 25-10/5
5 4 4 S
5 —
750 ~r \/g"' \/E \/g \/5 2 +\/§ 2 _\/g
12 4 4
90° % 1 0 non esistecp) 0
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Seno e coseno di alcuni angoli notevoli e dei loro associati

[

SN
)

315° = 4
300° = 573

e

Tangente e cotangente di alcuni angoli notevoli e dei loro associati

3

i‘" 330° = 1176
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Relazioni e proprieta fondamentali
Relazioni tra le funzioni goniometriche di uno stesso angolo
serfa =1 - co&x

/

_ sena

serfa + cosa =1 tga = a# 90 + k180
\ cosax
cofa =1 - sefu

cotga = cosa a # k18( cotga = RN a#kow

sena tga

2

coda= — e séy= £ con a#90° +k18C

I+tg°x I+tg°x

Formule goniometriche

Formule di addizione e sottrazione

sen@ + () = sermr coPB + cosx ser3 sen@ — f) = serr coB — cosa serB
coga + PB) = cosx coPB — sem serf coga — f) = coxr coB + semm serf
tg(a+[3’):M cona, B, a+ B#9C¢ +k 18C°

1-tgo tgf
tg(a—ﬁ):M cona, B, a—[B#90° +k 18CF

l1+tga tgf

Formule di duplicazione

sen2a = 2sera cosa

1 - 2serfa
cos2a = coga — sefia =
2cofa—1
tg 20 = lzttg‘f con a#45° +k90° [ a# 90° +k 180°

Formule parametriche

cont= tg% e a# 180° +k360°
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tga = 1222 cont=tg% e a#90°+k180° O a# 180° +k360°

Formule di bisezione

a 1-cosa a l+cosa
Sen—:iq/— Cos—:iq/—
2 2 2 2
g% =+ |16 on 42 180° +Kk360°

2 1+cosa
a
2

t %zl_cﬂ con a # k180°

= SN con a# 180° +k360°
Ssena

Formule di prostaferesi

senp+senq=23enp;q cosp;q; cosp+cosq=2cosp;q cosp;q
senp—senq:2cosp;rq senp;q; cosp—cosq:—25erf);q senp;q

Formule di Werner

sena senB = %[cos(a ~ B)-cos(a + B)]
cosa cosf = %[cos(a + ﬁ)+ cos(a — ﬁ)]
sena cosf = %[sen (a + ,8)+ sen (a — ,8)]

Angolo tra una retta nel piano cartesiano e I'asse delle ascisse y
m= tg a A+ q

Angolo tra due rette nel piano cartesiano
y

1

tgy =

1+mm'
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Trigonometria

Primo teorema sui triangoli rettangoli

C
b=aseng c=acospf v
b=acosy c=aseny. e b
Secondo teoremaui triangoli rettangoli B
B ¢ A
b =ccotgy c=btgy
b=ctgp. c =bcotgp.

Teorema dei seni

Se indichiamo com il raggio della circonferenza circoscritta ad un
gualunque triangolo

a b c — o

sena senfS seny

Teorema del coseno

Per un qualunque triangolo
a’ =b* +c¢* —2bccosa
b*=a’+c*> -2accos

¢’ =a*+b>—2abcosy

Invertendo queste relazioni rispetto ai coseni:
b*+c* —a’ a’+c*-b’

cosg=—— cos B =
2bc P 2ac

Il teorema sulla corda

Sia AB una qualunque corda di una circonferenza@ uno degli angoli alla circonferenza da
essa sotteso.

AB =2r-sen ACB.

I'angolo 4CB & acuto c I'angolo ACB & ottuso
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Esponenziali

Sianoaun numeraeale edn un numero naturale. Si definisce:

1 se n=0
_ 1
a" =<a se n=1 a =
al’l
a-a-...-a se n>1
—_—

n—volte

Dato un numero reake> 0 e un numero razionata/n > 0, si definisce:
' 2 1

a" =a" a’" ===

a; a
Dato un numero reake> 0 e un numero irrazionalg indicate conf, 3, ... € W, ¥, ... due class
contigue di numeri razionali che hanna come elemento separatorsi, definiscea” come

I'elemento separatore delle due classi contigue di potenzepathegge razionale:”,a”,... e
a’,a’, ... . Sidefinisce poi = 0 per ogni numero reate> 0.

Per le potenzad esponente reale, valgono le proprieta:
1. Ox,yOR d=a"

2. 0x,yOR dta=a"”’

3.0x,yOR @)Y=a"

4. Sea>0,0x0OR d&>0

5. Sea>0, 0xOR a*= L.
a

Funzioni esponenziali

Siaa un prefissato numero reale positivo, si definigssezione esponenziale di base la funzione
di equazione

Proprieta

1. DominioD =R;

2. Sea# 1, codominioC = (0; +e);
Sea>1

3. lafunzione e crescentgj <x, 0 a™ <a™
4, lima* =+0; lima®=0.

X—>+0 X—>—0

Se O0<ax<1

3. lafunzione é decrescente:<x, 0 a™ >a™
4, lima*=0; lima® =+,

X—>+0 X—>—0
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Riportiamo di seguito i due grafici:

A

y y
y=a* a>1 y=a‘ O<a<l1
/ 1
\
(0] X o x‘

5. Osserviamo che entrambe le curve passano per il punto (0; 1).

Logaritmi

Sia b>0,a#1, b>0, illogaritmo in basa di b &€ I'esponente da attribuire ager ottenere una
potenza uguale a
logab=c = a°=b a>0,a#1,b>0

Identita fondamentali a’ =p logaa®=c

Proprieta dei logaritmi

sem>0,n>0,b>0

logaritmo di un prodotto log, (M) = log, m+ log, n
logaritmo di un quoziente logs”" =log, m—log n
n
logaritmo di una potenza log b° = cJog, b
. . log.b
Formule del cambiamento di base logab=—= logy b =
log, a log, a

Funzioni logaritmiche

Siaa un prefissato numero reale positivo diverso da 1, si defifusz@one logaritmica di basea
la funzione di equazione

y =logax

Proprieta
1. dominioD = (0O: +o);
2. codominioC =R;
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Se a>1

3. la funzione e crescentg; <x, [ log, x, <log, x,

4. linolloga x=-00; limlog, x =40,

X—>-+0

Se O<ax<l1

3. lafunzione e decrescente:<x, 0 log, x, >log, x,

4. lingloga x=+00; limlog,6 x=-o.

Riportiamo di seguito i due grafici:

A s

» y=log.x O<ax<l

yzlogax ! © \

5. entrambe le curve passano per il punto (1; 0).
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Schemi risolutivi di disequazioni di vario tipo

Disequazioni potenza [g(X)]"20, nON O n=2

_ [g¥]">0 = g(x)#0
sene parl [gW]"=0 ~ g =0
[9(¥)]" <0 impossibile
Sen é dispari [9(X)]"= 0 - gx) =0
Disequazioni binomie ax"+b =20, NnON Onx=2

Sen é pari la disequazione si risolve in modo simile alla disequazione di 2°@ya¢dd = 0

Sen e dispari la disequazione si risolve in modo simile alle disequazioni di 1° grado con la
differenza che dopo aver isolatbal primo membro, occorre calcolare la radiesimadi entrambi
i membri.

Disequazioni trinomie  ax™ + bx" + ¢ 20, NON On>2

Si considera il trinomio al primo membrax" + bxX" + ¢ e siesegue la sostituziona” = t
ottenendo il trinomio di 2° gradat® + bt + c;

si scompone il trinomicat® + bt + ¢ in fattori, ottenendaat® + bt + ¢ = a(t —t;) (t —t);

con la sostituzione inversa= X" otteniamo la scomposizione del trinomio al primo membro
della disequazione iniziale nel prodotto di due binoax + bX' + ¢ = a (X" —t;) (X" = ty);

la disequazione di partenza si puo quindi riscrivere nella forma:
aX'—t) (X" -12) 20

e si risolve con lo studio del segno dei fattori, ...

Disequazioni irrazionali tla(x) 2b(x), nON On>2

Sen é pari
a(x)>0
la disequazione#/a(x) < b(x) € equivalente al sistema {b(x)>0 :
a(x) < [b)]
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la disequazione/a(x) > b(x) ha per soluzioni I'unione delle soluzioni dei due sistemi

, che devono essere risolti separatamente.

{b(x) <0 [b(x)=0
a(x)20  |a(x)>[p(x)]

Se n é disparila disequazioney/a(x) 2 b(x) e equivalente alla disequazione che si ottiene

elevando entrambi i membri alla cioeé

Ra(x)2b(x) = aX) 2 [b(x)]"

Disequazioni in valore assoluto |g(x)|2b, con bOR

Seb<0

la disequazione ¢(x) |< b é impossibile
la disequazione g(x) | > b & sempre vera (nel dominio g{ix))

Seb>0

g(x)<b
g(x)>-b
Conviene risolvere la disequaziond< g(x) < b quandog(x) € una funzione monotona nel s
dominio.

la disequazione (x) | <b € equivalente a b-<g(x) <b oppure al sistem{

la disequazione ¢(x) | > b ha per soluzioni I'unione delle soluzioni delle due disequaz
9(x)<-b O g(x)>b.

Disequazioni goniometriche lineari asenx +bcosxzc, acosx+hbsenxzc

Supponiamo che la disequazione si presenti nella fasenx + b cosx= ¢

Dividiamo entrambi i membri della disequazione ger + »?

“__ senx+--—2__ cosx z ¢
a’+b? a’+b’ = va® +b? y 4
Riportiamo sulla circonferenza goniometrica il punto —

B(\/azasz;\/;ﬁ} e indichiamo con¢ langolo - 1< ¢ <1 \/azbﬁ ;

associato a. Questo angolo, nella maggior parte dei casi, si

ricava facilmente dalle tabelle degli angoli notevoli o da una >

figura fatta bene, altrimenti si ricava con la calcolatrice sdieati o T/—aé X
a +b

2 e seng =

va* +b? a’+b’ '

possiamo riscrivere la disequazione nella forma

Dato che CoS¢ =

cos¢ [Benx + seng [Losx =

c
vJa® +b? l
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Ricordando la formula di addizione del seno, riconosciamo che la sohprima membro &
uguale a serx(+ ¢), quindi possiamo scrivere che

C
senkr 02 oy

Ci siamo ricondotti ad una disequazione goniometrica elementaregdlta¢ viene dettangolo
aggiuntoe da il nome al metodo di risoluzione descritto.

Se la disequazione si presenta nella form@sx + b senx 2 ¢, seguendo lo stesso ragionamento,

. b 1
dopo aver determinato un angolorr< ¢ < i1 tale checos¢ = ——~— e seng = :
va® +b* va* +b°
la disequazioneacosx + b senx2 c e equivalente alla disequazione o©o0s ¢) = 2c =
a +b

Disequazioni esponenziali a%™zp

Sep<g - ladisequazione®™ <b & impossibile

a®™ >b & sempre vera (nel dominiogii))

nel casoa> 1 a®zph - loga®™zlogab < g(x)2log.b

nelcaso0<a<1l a™zb < loga®™zlog.b = g(X)=log.b

Seb>0 Sebsipuod esprimere faciimente come potenza dioe b = a°, allora si puo procedere
piu speditamente come segue:

nel casoa> 1 a®Wza® < gxzc

nelcaso0<a<1l a™za® < g sc

Disequazioni logaritmiche logg(x)2b

loga g 2b = log g(X) 2 logs &

- , . , . g(x)>0
Sea>1 la disequazione é equivalente al sistem ,
g(x)z a
. . R . ) g(x)>0
Se 0<a<1 ladisequazione e equivalente al sistema .
g(x)sa

l . . « .
Ovvero che ha come punto associato sulla circenfexr goniometric TF
p g N2 5 2 2
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Domini delle funzioni piu comuni

Nello schema che seggéx) indica una funzione qualunque funzione

Funzioni

Domini

Razionali intere

R

Razionali fratte

R — {valori che annullano il denominatore}

y=1%/g(x) npari

Soluzioni della disequaziong(x) = 0

y =1%/g(x) ndispari

Dominio dig(x)

y=a*", a>0

Dominio dig(x)

y=logg(X), a>0,a%1

Soluzioni della disequaziorgx) > 0

y=seng(X) Yy=cosg(x)

Dominio dig(x)

y=tgg(x)

Soluzioni della disequaziong(x) # %+ kr, kOZ

y = cotgg(x)

Soluzioni della disequaziong(x) # kz, kO Z

y = arcseng(x) y = arccosg(X)

Soluzioni della disequazione <X(x) <1

y=arctgg(x) y=arcctgg(x)

Dominio dig(x)

y=[g(X)]? airrazionale positivo

Soluzioni della disequaziorggx) = 0

y=heo?

Soluzioni dei sistem{

h(x)>0 0 h(x)=0
Dominio di g(x) g(x)>0
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Grafici delle principali funzioni algebriche

y=x
conndispar

y=4x

conn dispari

1= " y:W

conn pari -1 )0 1 X
ol 1 X ol e
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Limiti

Verifiche della correttezza dei limiti

1. lim f(x) =1

Sirisolve e > 0 la disequazionef(k) —I | <& e si verifica che l'insiem&;
delle soluzioni contenga un intorno comple#; ;) di c, c eventualmentg
escluso.

Sex - ¢ & sufficiente ch&; contenga un intorno destrg ;) di ¢
Sex - ¢ e sufficiente ch&: contenga un intorno sinistreg{ c) di c.

\1*4

2. lim f(x) =1

Sirisolve e > 0 la disequazionef(k) —I | <& e si verifica che I'insiem&;
delle soluzioni contenga un intornodq-a,) O (bg; +) di co.

Se x - +oo e sufficiente ch& contenga un intorndf, +o) di +o.

Se x » —oo ¢ sufficiente ch&; contenga un intorno ¢ a;) di —o.

3. lim f(x) = +0

Sirisolve [OM > 0 la disequaziond(x) > M e si verifica che I'insiem8&y
delle soluzioni contenga un intorno completg;(by) di ¢, ¢ eventualments
escluso.

Sex - ¢ & sufficiente ch&y contenga un intorno destrg py) dic
Sex - ¢ e sufficiente ch&y contenga un intorno sinistray; ¢) dic.

4. lim f(x) = —o

Sirisolve [IM > 0 la disequaziond(x) < -M e si verifica che I'insiem8&y,
delle soluzioni contenga un intorno completocdc eventualmente esclus
come nel caso precedente. Lo stesso dicasi nei sottocasi’, x — C.

5. lim f/(x) = +o0

Sirisolve [OM > 0 la disequaziond(x) > M e si verifica che I'insiem8&y
delle soluzioni contenga un intornad-ay) [ (by; +o) di .

Se x -» +oo e sufficiente ch&, contenga un intorndyf;; +) di +co.
Se x » —oo € sufficiente ch&, contenga un intorno ¢ ay) di —o.

6. lim f(x) = —oo

Sirisolve [IM > 0 la disequaziond(x) < -M e si verifica che I'insiem8&y,
delle soluzioni contenga un intornocdj come nel caso precedente. Lo ste

L

SSO

dicasi nei sottocasx — +o0, X - —0.

Limiti notevoli

1 1
lim(1+—j —e lim(1+x): =e
X—>0 X x—0
hmw =10gae=L limM:I
x—0 X Ina x>0 X
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lima _lzloga lime _1:1

x—0 X >0 X

LSS & in radianti) lim 1- CSSX _1 (xin radianti)
=0 x x=0 X 2

Derivate

Derivata di una funzione in un punto

Sia f una funzione definita in un punt il limite f(c) = lim

h—c

guando esiste si

fleth)—f(e)
h

chiamaderivata della funzione nel punta t

Significato geometrico della derivata

f(c) =m tretta tangente al grafico della funzione nel punto di ascissa

f(c)=tga c X

Derivate delle funzioni elementari

Funzione Derivata
y=¢ y=0
y=X y=1
y=x" y=ax** (aOR)
1
y=Jx y = —
2x
1
y=14/x y = ——
nn xn—l
y = senx Yy’ = CcOSx
Yy = COSX y =-—serx
y = tgx y =1+ tgx= —s
COS X
y = cotgx y = — (1+ cotgfx) =— 12
sen x
y = arc serx y = ! -
1-x
y = arc cox y =— ! :
1-x
y = arc tgx y = ! 5
I+x
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y = arc cotg

y=a
y=¢€

y = logax
y = Inx

y=Inix]

Regole di derivazione

y=f(x) £ g(x)

y =f(x)9()
_ /)
Y7 ()
y= L
g(x)
y= flg(x)]
Integrali

Integrali indefiniti immediati

dc=x+C

- a+l
X

x%dx =
a+1

[Lax =1+ C
J X

senxdx =—cosx+C
jcosxdx =senx+C
jtgxdx = —ln|cosx|+C

J.cotgxdx = 1n|sen x| +C

j —dx=tgx+C
cos” x

Prof. Aldo Fasano
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1+ x
y =a‘lna
y=¢€
| 1
y = —log,e=

X xlna
, 1
y = —

X
, 1
y =

X

y =f(x)xg'(x

y =f(Xa(x) +f(x)g'(X)

g L0)e) - /(9 ()
[¢(x)]




j —dx =—cotgx+C
sen”x

-
R

dx =arctgx+C

dx =arcsenx+C

dx-arcsen +C, a>0

J-1+)c2
j ! dx:larctgi+C
m

m2+x2 m

1 1 x+k
— dx=—arctge—+C
jm2+(x+k)2 X marcg - +

J.exdxzex+C

X

Iaxdxz a +C
Ina

Regole di integrazione

Integrazione immediata generalizzata

SeF € unaprimitiva di f allora If(g(x)) g(X) dx=F(g(x)) +C

Integrazione per sostituzione
Se x = ¢g(t) e una funzione invertibile e derivabile nel dominio @i e si riesce a calcolare
l'integrale I f(g(t)) g (t) dx, allora

J' F(x)dx = J' 1(gt) ¢'(¢)dr

=g”'(x)

Integrazione per parti
Se f e g sono due funzioni derivabili allorg £ (x)g'(x)dx = f(x)g(x)—jg(x)f'(x)dx

Integrali definiti

b

_[f(x)dsz(b)—F(a) (con jf(x)dx :F(x)+c )

a

Valor medio di una funzione continua in un intervalla p]

jf(x) dx

Vo=
" b—aa
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Se f = 0 nell'intervallo[a; b] I'area del trapezoidedelimitato dal grafico della funzione, dall’asse
xe dallerettex=a e x=b e

Se f < 0 nell'intervallo f; b] I'area del trapezoide delimitato dal
grafico della funzione, dall’assee dalle rettex=a e x=b &

S=—jfuyh.

Area dellaregione di piano compresa tra i graficidi due funzionif eg

Volume di un solido generato dalla rotazione completa di un trapezoigs

intorno all’asse&

Volume di un solido generato dalla rotazione completa di un

S=jfuyh

V=rx

trapezoide intorno all'asse

Volume del solidoS che ha per base il trapezoide delimitato dal
grafico della funzione f(x) = 0 e dall'intervallo &, b], le cui
sezioni ottenute tagliand8 con piani perpendicolari all’asse
sono tutte poligoni regolari dilati

Prof. Aldo Fasano
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S
X = al X=Db
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a f<0 b
Xx=a x=b
S
y =f(x)
r//::\\\\ﬁ
boy=g)
a b

o>

y

y y=1x

dx b



V= %cotg (%j j [0 dx

Calcolo combinatorio

Disposizioni semplici din elementi distinti di classek (conk < n)

n!

Dhk=nn-1)0n-2)Y1.. Qn-k+1) =
~— — o (n=k)!

k fattori

Disposizioni con ripetizione din elementi distinti di classek (conk S n)

Dn’k = nk

Permutazioni semplici din elementi distinti
Pnk=Dpn=nn-21)0On-2)0.. (R

Combinazioni semplici din elementi distinti di classek (conk < n)

_(nj D, n-(n=1)-(n=2)....-(n—k+1) n!
Cn,k— = = =

k) Kk k! kMn—k)!
-1 -1
Formula di Stifel: S Rl I
k) \k-1 k
Potenza di un binomio: (4+B)" = (ZJA”"‘B"
k=0

Progressioni

Progressione aritmetica di ragioned: € una successior®, ay, ... ,an, ... tale che

On=1 ap—an=d.

Valgono i seguenti risultati: On=21 a,=a;+(n-1)
+
Dn21 S]: al+a2+__.+an:n.a12a”
+o00, se d>0
lima, =7—o, se d <0
a, sed=0

Progressione geometrica di ragiong: € una successiora, ay, ... ,a,, ... tale che
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Valgono i seguenti risultati: On=1 a,=a g™

-1
Un=1 Sh=a1+a2+...+an:a1-q "
q_
a, se g=1
) 0, se |glk1
lima, =
n—>+%0 0, se q>1

non esiste se g < -1
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