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Bl |l problema della tangente

Uno dei problemi classici che portarono al concetto di derivata ¢ quello della
determinazione della retta tangente a una curva in un punto.

definizione

Per ogni circonferenza, e in generale per ogni conica, la tangente in un punto P &
quella retta che interseca la conica stessa soltanto in P.

Si potrebbe definire la
tangente a una qualungue
curva mediante tale
proprieta.




Ma |la definizione data non
sempre e corretta.

La retta t € tangente alla
curva nel punto P ma Ia
intferseca nel punto P’.

Per ottenere allora una definizione valida in generale, ci si richiama al concetto di
limite, pensando al procedimento secondo il quale si puo approssimare la tangen-
te mediante rette secanti che le si avvicinano sempre di pit.



Bl DEFINIZIONE
Retta tangente a una curva

La retta tangente f a una curva in
un punto P ¢ la posizione limite, se
esiste, della secante PQ al tendere
(sia da destra sia da sinistra) di Q
QP

Consideriamo una funzione y = f(x) e troviamo I'’equazione della tangente in un
suo punto applicando la definizione appena data. Dobbiamo innanzitutto consi-
derare il rapporto incrementale.



Bl |l rapporto incrementale

Dati una funzione y = f(x), definita in un intervallo [a; b], e un punto del suo
grafico A(c; f(c)), incrementiamo I'ascissa di A di una quantita / e cosi otteniamo

il punto B di coordinate: &
y
xg=c + h; yg=f(xp) = f(c + h),
ossia, B(c + h; f(c + h)). T TN R, B

Consideriamo gli incrementi: f(c) -

Ax =xg—xs=h < : :
! ! >
~ 0|/ ¢ c+h X
Ay =yg—ya=flc+h)—flc) - =
Sia ¢ sia ¢ + h devono
: : = Ay appartenere all’intervallo
Il rapporto dei due incrementi e Ay e T —— -
all'intervallo [a; b]. h puo
essere positivo o negativo.




Bl DEFINIZIONE

Rapporto incrementale
Dati una funzione y = f(x), defi- y
nita in un intervallo [a; b], e due
diversi numeri reali c e ¢ + h inter- f(c + h) 1
ni all’intervallo, si chiama rappor-
to incrementale di f (relativo a c) il
numero:

_ fle+ ) —f© =
Ax h

Ay _ flc+h) - (<)
Ax h m=tga

m =

Il rapporto incrementale della funzione
e il coefficiente angolare della retta
passante per A e B.




Bl ESEMPIO

Calcoliamo il rapporto incrementale della funzione y = f(x) = 2x* — 3x rela-
tivo al suo punto A di ascissa 1 e a un generico incremento h.

soluzione

Ay _ f(1+h)-f(1) 8 o

Ax h '
Determiniamo f(1 + h) sostituen- % 1 14h
do alla x della funzione I'espressio- i 0 i X
ne 1 + h: By -

A, f(1+h) = (1)

f(1+h)=2(1+h)*-3(1+h)= o V h

=2(1+2h+h*)—3—-3h= :

=—1+ h + 2h%




Determiniamo f (1) sostituendo alla x della funzione il numero 1:

f(1) = — 1.

Sostituiamo le due espressioni trovate nella formula del rapporto incremen-
tale:

fA+h)—fQ) _ A+h+20°=(=1) _ hCh+1)

7 = 7 A =2h+ 1.

L’espressione trovata rappresenta, al variare di A, il coefficiente angolare di
una generica retta secante passante per A.

In generale, il valore del rapporto incrementale dipende dal valore di 4. Nell'esem-
pio precedente, se h = 0,2, il rapporto incrementale vale 2(0,2) + 1 = 1,4; se
h = 0,1, vale 2(0,1) + 1 = 1,2 e cosi via.




B La derivata di una funzione

F . <
O ac c¢+thb x

Consideriamo una funzione y = f(x) definita in un intervallo [a; b]. Del grafico
della funzione consideriamo i punti A(c; f(c)) e B(c + h; f(c + h)),concec+ h
appartenenti all'intervallo.

Tracciamo la retta AB, secante il grafico, per diversi valori di h. Disegniamo inol-
tre la retta ¢ tangente al grafico in A.



Se htende a0, il punto B fende a coincidere
con il punto A e la secante s con la fangente tin A.

>

O. ac c¢+thb x O' atc+hb x)O' aéé+h b x

>

Attribuendo a h valori sempre piu piccoli, il punto B si avvicina sempre di piu al
punto A. Quando h — 0, il punto B tende a sovrapporsi al punto A e la retta AB
tende a diventare la retta tangente alla curva in A. Il coefficiente angolare della
secante AB, ossia il rapporto incrementale, tende al coefficiente angolare della tan-
gente, che viene chiamato derivata della funzione nel punto c.



HEl DEFINIZIONE
Derivata di una funzione

Data una funzione y = f(x), defini-
ta in un intervallo [a; b], si chiama
derivata della funzione nel punto
¢ interno all’intervallo, e si indica
con f'(c), il limite, se esiste ed ¢ fi-
nito, per h che tende a 0, del rap-
porto incrementale di f relativo a c:

f(c+h) —f(c)
- .

f(o) = lim

La derivata di una funzione in un punto c
rappresenta il coefficiente angolare della retta
tangente al grafico della funzione nel suo
punto di ascissa C.




Una funzione si dice derivabile in un punto c se esiste la derivata f'(c). Affinché
una funzione sia derivabile in ¢ occorre quindi che siano verificate le seguenti
condizioni:

1. la funzione ¢ definita in un intorno del punto c;

2. esiste il limite del rapporto incrementale, relativo a ¢, per h che tende a 0, cioé esi-
stono il limite destro e il limite sinistro di tale rapporto e tali limiti coincidono;

3. questo limite € un numero finito.

Se il limite per h che tende a 0 del rapporto incrementale di una funzione in
un punto non esiste o é infinito, si dice che la funzione non & derivabile in quel
punto.



riassunto

Concetto Figura Definizione | Significato
geometrico
Coefficiente angolare
della secante al

Rapporto Ay

: - grafico della

incrementale Ax ; ; ;
funzione nei punti

o) X PeQ
Coefficiente angolare
: Ay | della tangente al
D t B 2l
v Alalcrflo Ax | grafico della

funzione nel punto P




B |l calcolo della derivata

Bl ESEMPIO

Calcoliamo la derivata della funzione y = x* — x in¢ = 3.

Chiamata f la funzione, applichiamo la definizione:

fB+h) —f(3)
7 .

f3) = lim

Calcoliamo i valori che assume la funzione nei punti di ascissa 3 e 3 + h:

f3)=6; f(3+h)=B+h*—3+h)=6+5h+ h




Sostituendo nel rapporto incrementale i valori trovati e semplificando, abbiamo:

yox 1. 6+5h+h*—6 _ .. h(B+h) _ .. .
f@3) = }11_1}% 7 = }119*(1) 7 = %1_1}*(1)(5 + h) = 5.

Quindi f'(3) = 5. La derivata f'(3) e un
numero reale ed ¢ il coeffi-
ciente angolare della tan-

gente al grafico di f(x) nel
punto (3; f(3)).

Possiamo calcolare la derivata di una funzione anche in un punto generico. In
questo caso il valore f’(x) che otteniamo ¢ funzione di x e, per questo, parliamo
anche di funzione derivata.

La funzione derivata, al variare di x, fornisce il coefficiente angolare di tutte le
rette tangenti alla funzione data.




La derivata di una funzione y = f(x) in un punto generico x si indica con uno dei
simboli seguenti:

d
o DfEE 5 %

Bl ESEMPIO
Calcoliamo la derivata della funzione f(x) = 4x? in un generico punto x:

4(x + h)? — 4x?

e o JEFR) =) _ . B
J) =i h = h =
= lim dhih +2%) _ lim 4 (h + 2x) = 8x.
h—0 h h—0

La derivata

f'(x) =8x

¢ una funzione di x.



B La derivata sinistra e la derivata destra

Poiché la derivata ¢ il limite del rapporto incrementale, in analogia a quanto abbia-
mo detto per i limiti, possiamo definire la derivata sinistra e la derivata destra di
una funzione.

Bl DEFINIZIONE
Derivata sinistra e derivata destra

La derivata sinistra di una funzione in un punto c e:

fle+h) —flc)
7 .

"(c) = lim
£(0) = lim
La derivata destra di una funzione in un punto c é:

fle +h) —f(c)
7 .

fi(c) = llm

0+

Una funzione ¢ derivabile in un punto c se esistono finite e uguali tra loro la deri-
vata sinistra e la derivata destra.



Bl ESEMPIO
Consideriamo la funzione f(x) = y =|x|. Nel punto x = 0 abbiamo:

f(0+h) fO) _ . —h—-0 ,
F(0) = hllnol R b
5 = fim S i B0~

La derivata destra e quella sinistra esistono ma sono diverse, quindi nel punto
x = 0 non esiste la derivata della funzione y =/ x|.



A _ A .
y y = | X | y y = | X I
Ny=x y=-x"

(@) X (@) x>
a. Se consideriamo la funzione a destra b. Se consideriamo la funzione a sinistra
di x =0, il suo grafico coincide con la di x =0, il suo grafico (e quello della
retta y = x. Anche la tangente coincide tangente) coincide con la retta y = — x.
con la retta e il suo coefficiente Il coefficiente angolare & — 1, quindi
angolare & 1, quindi £:(0) = 1. f(0) =-1.

Se, per la stessa funzione, consideriamo il punto x = 2, troviamo che:

i SRR Q) L fR R —f)

h—-0 h h—-0t h

i SR ID e 24h=2
h—0 h h—0 h

Le derivate destra e sinistra coincidono e sono uguali alla derivata nel punto.



Esaminiamo grafica-
mente un altro esempio.

Nel punto x = 1, il grafico
ha due tangenti diverse: la
derivata sinistra e la deri-

, - vata destra non coincidono.
La funzione non e

derivabile nel punto x=1.




Bl DEFINIZIONE
Funzione derivabile in un intervallo
Una funzione y = f(x) & derivabile in un intervallo chiuso [a; b] se & deri-

vabile in tutti i punti interni di [a; b] e se esistono e sono finite la derivata
destra in a e la derivata sinistra in b.

Bl ESEMPIO
La funzione y = | x | & derivabile nell'intervallo [0; 2]. Infatti:

o si puo dimostrare che ¢ derivabile in tutti i punti interni dell'intervallo;
o nell’esempio precedente abbiamo visto che esistono la derivata destrain 0 e
la derivata sinistra in 2.

yA y=|X| i




ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

2
Determiniamo il rapporto incrementale della funzione f(x) = xz—x-l-l nel punto ¢ = — 2 e con un
incremento h generico.
s =
Per determinare il rapporto incrementale G h) /) , calcoliamo prima f(c + h) e f(c), sostituen-
do a c il valore dato e lasciando indicato h:
e _ —(=24+h)*+1 _ —4—h*>+4h+1 _ —h*+4h—-3
et =f=2+h)=—5 5 = 2(=2+h) ~ 2(=2+h)
e e
~—h*t4h—-3 '3 =i Rbn=0= =0 )
fleth)—flc) _ 2(—2+h) 4 4(—2+h) .
h a h - h -
—2h*+5h _ —2h+5

S 4(—2+hh  4A(—2+thH

Il rapporto incrementale cercato é:

fle+h) —fO) _ —2h+5
h 4(—=2+h)"




ESERCIZIO GUIDA
2

Calcoliamo la derivata della funzione f(x) = ’; _: 1 nel punto ¢ = — 2, applicando la definizione di
derivata.
Per la definizione di derivata sappiamo che:
e e e fi(e)
£ = SR,
Calcoliamo prima il rapporto incrementale nel punto ¢ = — 2:
= (=2 EhE =0 A )
JS 2= e = =
= (=22
h2 —4h +2 h2—4h+2+2h—-z
G () = A h—1 _W-2n 1 _h-2
h h h h=1"h  h=i"

Calcoliamo poi il limite del rapporto incrementale per & — 0:

A
Concludiamo che:

f(-2) =2.

= 2.



ESERCIZIO GUIDA

Data la funzione f(x) = Vx + 2, calcoliamo la sua derivata in un generico punto c.

Applicando la definizione di derivata, otteniamo:

NeThE ) o1

) = YR <
(\/c+h+2—\/c+ 2) (We+h+2+Ve+2) _
h—»O h (\/6+h+2+\/CT)
—llm ¢+h+2 é 2 % B 1

-0 h(Ve+h+2 +Ve+2) }l——O h(\/c+h+2 VR



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo la derivata destra e la derivata sinistra della funzione y = | x> — 4/,in x = 2.

Poiché x?—4>0 - x<-—2 V x =2,lafunzione puo anche essere scritta nella forma

_{x2—4 sex<—2Vx=2
P2 e < <

dalla quale notiamo che a sinistra e a destra di 2 la funzione ha due espressioni analitiche diverse, che
utilizziamo per il calcolo del rapporto incrementale.

A sinistra di 2, cioe per h < 0:
fQ+h)=—@2+h)?*+4=—4—h*—4h+ 4 =—h*>— 4h.
A destra di 2, cioé per h > 0:
fQ+h)=Q2+h)?*—4=h"+4+4h—4=h*+4h.
Inoltre:

fR)=@Q)*—4=4—4=0.

continua




Calcoliamo le due derivate, sostituendo nei rapporti incrementali i valori trovati:

e fCHR—fQ) . —K2—4h=0 _ ., . .
L=
oy — i JE TR —f2) . B214B—0 _ . _
Y L = e

Abbiamo ottenuto:

@) =—4 £ =4

Essendo f(2) # f{(2), nel punto x = 2 la funzione non ¢ derivabile.



RETTA TANGENTE AL GRAFICO
DI UNA FUNZIONE




> definizione

Bl ESEMPIO

Determiniamo I'equazione della retta tangente alla curva di equazione
y=x"+2x

nel suo punto A(1; 3).

Ricordiamo che I'equazione del fascio di rette di centro A (x4; y,) €:
Y — ya=m(x — xyu).
Consideriamo, nel nostro caso, il fascio di rette con centro in (1; 3), cioe:

¥y —3=mx—1).




A
y
/ grafico della funzione
/ Y=X2+2X
3/A
\-1 V1
N %

Per individuare nel fascio la retta tangente, calcoliamo il suo coefficiente ango-
lare m applicando la definizione di derivata. Chiamata f la funzione, poiché sap-
piamo che m = f’(1), calcoliamo il valore di f'(1):

f(L+h) —f(1)
7 .

f) = lim

Calcoliamo f(1 + h) e f(1):
fA+h)=QAQ+h)?*+2(0+h)=h*+4h+3,

£(1) = 3.



Sostituiamo nel rapporto incrementale:

A h =
= lim hih+4) = lim (h +4) =4.
h=0 h h=0

Pertanto 'equazione della retta tangente e:

y—3=4x—-1) - y=4x-—1.

In generale, data la funzione y = f(x), I'equazione della retta tangente al grafico
di f nel punto (x,; y,), se tale retta esiste e non e parallela all’asse y, é:

Y=o =1 (x0): (x— %)




Il coefficiente angolare 4
e il valore della derivato
della funzione y=x2+2x
calcolata nel suo punto di
ascissa 1.




B | punti stazionari

A = s Az

xV

Nella figura 7 vediamo alcuni casi in cui la retta tangente al grafico della funzione
in un suo punto c ¢ parallela all’asse x. Cio capita quando 'equazione della tangen-
te ¢ del tipo y = k, ossia il suo coefficiente angolare e 0. Cio significa che, in quel
punto, la derivata ¢ uguale a 0.
El DEFINIZIONE
Punto stazionario
Dati la funzione y = f(x) e un suo punto x = ¢, se f'(c) = 0, allorax = csi
dice punto stazionario o punto a tangente orizzontale.



B Punti di non derivabilita

| flessi a tangente verticale

Osserviamo il grafico della figura

a. Nel punto di ascissa c la tangente al
grafico esiste ed & una retta parallela

all’asse y, di equazione x = c. O C X
In questo caso f!(c) = fi(c) =+ .

Le rette secanti passanti per A tendono alla retta parallela all’asse y, man mano
che gli ulteriori punti di intersezione si avvicinano ad A. Il coefficiente angolare
delle secanti, ossia il rapporto incrementale della funzione, per x — ¢ sia da destra
sia da sinistra, tende a +oco. Poiché, per la definizione di derivata, il limite del
rapporto incrementale f'(c) dovrebbe essere un valore finito, la funzione non &
derivabile in x = c. Per esprimere questo concetto possiamo anche scrivere:

f2(c) = fi(c) =+oo0.




Analogamente si ragiona
con la funzione della figura

b. Nel punto di ascissa ¢ la tangente al
grafico € ancora una retta parallela
all'asse y, di equazione x =¢, ma in
questo caso f'(c) = fi(c) = — oo.




Entrambe le funzioni hanno la proprieta che nel punto considerato sono continue
e il limite del rapporto incrementale, pur non essendo finito, ha la stessa tendenza
sia da destra sia da sinistra (o sempre a + oo 0 sempre a — o).

0 C X

f!(c) : fi(c) =+ fl(c):z f_,'.(c) = . 00

| punti A e B dei grafici si chiomano punti di
flesso a tangente parallela all’asse y o a
tangente verticale.




Le cuspidi

Osserviamo ora i grafici della figura

\yA .
yA
& >
Z\ N
: ¢ F LR N O X

/
a. Nel punto di ascissa c la tangente al | |... C;
grafico della funzione & ancora una '
retta parallela all’asse y, di equazione
x =¢, ma f(c) =— o0, mentre f(c) =+ ,
quindi f(c) # fi(c).

b. In questo caso f!(c) = + oo, mentre
f.(c) =— oo; quindi abbiamo ancora:
£(c) =1 {c).

. . . C & una cuspide rivolta
Ipunti C e D dei gratfic verso il basso e D é una

si chiamano cuspidi cuspide rivolta verso ’alto.




| punti angolosi

Consideriamo i grafici della figura

A
y
a. La derivata sinistra e la derivata O:
destra nel punto ¢ sono finite ma :
diverse fra loro: f1(c) # fi(c). b. Nel punto c la derivata sinistra ¢ finita
(uguale a 0), mentre fi(c) = + .

| punti E e F dei grafici si chiamano
punti angolosi




riassunto

Punti di non

derivabilita Grafico Derivata
y“ yA
\ a) (o) =£f'(c) =+
Flesso a tangente / ) f2(c) = £ (o) oo
verticale , ’
b) £1(0) = £/(c) =~
2 lc X o) £ X
a i b
& I S )
Y a) _'(C)=_oo’ ,(C)=+OO
Cuspide /x\ f fr
R o b) f_'(c) =+ o0, ﬂ(c) = —00
2 lc X o) i X

a. Verso il basso.

. b. Verso l'alto.




Punto angoloso

Xy

f(e) # fr(c)

a) entrambe finite

b) una finita, 'altra infinita




ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo I’equazione della retta tangente al grafico della funzione y = f(x) = x> + x, nel suo
punto P di ascissa 1.

Determiniamo 'ordinata di P sostituendo x = 1 nell’espressione della funzione

yp =2,

quindi P(1; 2).
La retta generica (non parallela all’asse y) che passa per P ha equazione:

y—yp=m(x —xp) - y—2=m(x—1).

fl=Eh)y—f(1)
. :

Troviamo il coefficiente angolare m = (1) = }tlrr%)

(Sl )= IEEh ) SR (TS e S S S S =2t Al Sl

f(1) =2;

, 2+ K+ 4h+ 322 ~ h(h?+ 4+ 3h)
f(1) = lim- 2 ~ = lim— 2 =4

h—-0 h-0

Sostituendo nell’equazione precedente, otteniamo 'equazione della retta tangente:

y—2=4(x—-1) - y=2+4x—-4 - y=4x —2.



CONTINUITA" E DERIVABILITA'




Bl ESEMPIO

Ci sono dei punti in cui una funzione ¢ continua ma non ¢ derivabile.

La funzione y = |x| & continua in x = 0, perché
lim |x| = f(0) = [0] = 0;
X
tuttavia essa non e derivabile in x = 0. Abbiamo gia visto infatti che:

f2(0) # £:(0).

Nel punto di ascissa x = 0 la derivata sinistra ¢ diversa dalla derivata destra.

yA y=|X| o




La funzione y = V/x — 1 & continua in x = 1, ma non & derivabile in questo
punto perché il limite del rapporto incrementale non ¢ finito, infatti:

A |
I+ h—-1-V1-1 y |
lim — = o y=Nx-1

) | \%/E ) | 3 h ) /
—hm h —hm _I’?’— — ] e

R0 h=0 0/1 X
=}l1im 1 =+ 0. E

-0 \?’/EZ sl |




Ci sono anche punti in cui una funzione ¢ derivabile ma non ¢ continua? Il teore-
ma seguente lo esclude.

Bl TEOREMA
Se una funzione f (x) ¢ derivabile nel punto x,, in quel punto la funzione &
anche continua.

Ipotesi (Hp) Tesi (Th)

f(x) derivabile in x, = f(x) continua in x,

Il teorema afferma che la
derivabilita di una funzione
implica la continuita, e
poiché il viceversa non &
vero si puo allora conclu-
dere che la continuita ¢ una
condizione necessaria, ma

non ¢ sufficiente per la
derivabilita.




Bl DIMOSTRAZIONE
Scriviamo la relazione

flxo + ) = flag) + LI TG

che, svolti i calcoli, risulta essere un’identita.
Calcoliamo il limite per h — 0 di entrambi i membri, ricordando che il limite
di una somma ¢ uguale alla somma dei limiti:

flxro+ ) —fx)
d .

lim f(xq + h) = lim f(x) + lim

Nel secondo membro, poiché il limite di una costante ¢ la costante stessa,
abbiamo:

}11_{1(1) flxo) = f (x0).



Inoltre, essendo il limite di un prodotto uguale al prodotto dei limiti e ricor-
dando l'ipotesi:

}li_l}}) JiE s hh) — f(x0) = Flxs) -0 = 0.

Quindi, sostituendo nel secondo membro, il limite iniziale diventa:
lim f(xo + h) = f(xo) + f'(x0) - 0

lim f(x,+ h) = f(xo).

Posto x, + h = x,se h — 0, si ha che x — x. Sostituendo nella relazione pre-
cedente, concludiamo che la funzione f(x) € continua in x,, in quanto:

lim f(x) = f(xo).

X — X



Nella dimostrazione del teorema abbiamo visto che la scrittura 1111n% f(xo+h)= f(xo)

¢ equivalente a lim f(x) = f(x,). Possiamo quindi assumerla come definizione di

X — X0

funzione continua: una funzione ¢ continua se %ing f(xo+ h) = f(x,).

Per quanto abbiamo detto, possiamo affermare che I'insieme delle funzioni deri-
vabili ¢ un sottoinsieme proprio di quello delle funzioni continue.

Esistono funzioni continue
ma non derivabili, mentre
le funzioni derivabili son ©
C sempre confinue

C = insieme delle funzioni continue D — C
D = insieme delle funzioni derivabili




ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA
Studiamo la continuita e la derivabilita della funzione

x2—1 sex<0

f(x)={\/§_l sex >0

nel punto x = 0.

e Per studiare la continuita calcoliamo:

lim (x2—1) =—1, I£I?+(V;—l)=—1,f(0)=—l.

x—=0"
La funzione ¢ quindi continua in x = 0.

e Studiamo la derivabilita.
Calcoliamo la derivata sinistra e la derivata destra in x = 0.

Si ha:
e | T (G R e B
iR = B h = == =
vy . MO+R=-1]1-(-1) _ .. ~B .. 1 _
SelO)= i h S

La derivata sinistra ¢ diversa dalla derivata destra, quindi f(x) non & derivabile in x = 0. Poiché una
derivata e finita e I'altra ¢ infinita, il punto di non derivabilita & un punto angoloso.



DERIVATE FONDAMENTALI




> Derivate fondamentali

Determiniamo ora le formule di derivazione delle funzioni pitu usate.

Queste formule permet-
tono di calcolare le derivate
delle funzioni senza dover
applicare la definizione.

HElE TEOREMA
La derivata di una funzione costante & 0:

Dk=0.

Bl DIMOSTRAZIONE
Ricordando che, se f(x) = k anche f(x + h) = k, calcoliamo:

fle+h)—fx) -
: =

)= tim



Bl TEOREMA
La derivata della funzione f(x) = x ¢

Dx=1.

Bl DIMOSTRAZIONE
Se f(x) = x, risulta che f(x + h) = x + h. Calcoliamo f'(x):
f’(x):}}il}) f(x+hh)_f(x)—li X+ h—x h

— o h =}11_r}%7=1

Bl TEOREMA
La derivata della funzione f(x) = x",conn € N —{0}, ¢

D x" = nx" 1,

Bl ESEMPIO
1. La derivatadi y = x* & y' = 2x.
2. Ladetivatadi y =&’ & §' = 7x°.



Bl DIMOSTRAZIONE

ik de . ()" — "
e
Ricordiamo lo sviluppo della potenza di un binomio:
el S n(nz— L o L b
= lim
h=0 h

Semplifichiamo x" e raccogliamo h:

Hlnx"—! + n(n—1)
2

= lim i

x""*h+ ... +h""1]

Calcoliamo il limite per h — 0 e otteniamo:

D x”?=nx""1,



Si puo estendere la regola al caso di esponente a reale.

Bl TEOREMA
La derivata della funzione f(x) = x*,cona € Rex > 0,¢é

D x% = ax® ..

Bl ESEMPIO .

. 4 . Y . A . . . 1
1. La funzione y = V&’ si puo scrivere y = x*, quindi la sua derivata é:

3 4 el
y’:%x‘l :%x4=i-<1/1_,COnx>O.
%
2. La funzione y = % si puo scrivere y = x~*, quindi la sua derivata é:
y =—4x7° = —x;} , con x # 0.

5
. 3 ‘ \ . Y . o 5 \
3. La funzione y = Vx° si puo scrivere y = x3, quindi la sua derivata é:

8.4

_ 2,37 1_
y—?x —?X

2
3 =%\/3x2,conx€R.



El TEOREMA
La derivata della funzione f(x) = senx, con x espresso in radianti, &

D sen x = cos x.

Applichiamo la formula
di addizione:

Bl DIMOSTRAZIONE

sen(a + B) =senacosP + cosasenf.

J&+h)y—fx) ! sen(x+ h) —senx _
h h=0 h
_ Jim Senxcosh + cosxsenh —senx _

h—0 h

fx) = lim

senx(cosh — 1) + cosxsenh

= i h -
= lim [senx - icosli— 1) + cosx - Ll
h=0 h h




e, ricordando i limiti notevoli,

. senx . 1 —cosx
lim =1 e lim = 0,
x—0 X x—0 X

si ha:

f(x) =senx-0+cosx-1 = cosx.

In modo del tutto analogo si puo dimostrare il seguente teorema.

BEl TEOREMA
La derivata della funzione f(x) = cos x, con x espresso in radianti, ¢

Dcosx = — senx.




Hl TEOREMA
La derivata della funzione f(x) = a* ¢

Da* = a*Ina. De* =e*

Bl DIMOSTRAZIONE
Applicando la definizione di derivata alla funzione f(x) = a*, otteniamo:

vn 1. Jxth)—flx) .. grth—gx
e = h o
x(h _ h __
= lim a*(a 1) = lim a* - lim -2 1 _ a*lna.
h=0 h h>0 h—0 h

Ricordiamo che vale il
limite notevole:

a> =1

lim = Ilna.
x—0




Hl TEOREMA
La derivata della funzione f(x) = log, x &

i _ 1
D log,x = " log,e. DInx = -

Bl DIMOSTRAZIONE

f'(x) — 1111_1},}) f(x+ hh) _f(X) _

lim log,(x + h) — log,x
B0 h

Utilizziamo la proprieta dei logaritmi log,x — log,y = log, i e scriviamo:

-l P loga(l +£),

X X

log,(x + h) —log,x = log,

h
lOga (1 + 7)

160 = Jim——




Moltiplichiamo e dividiamo il denominatore h per x, cioe scriviamo

log (1 + ﬂ) Ricordiamo il limite note-
a .
lim Ko e B loga e —, vole:
h—0 h X X . log,(1+x)
v lim log,e
X x—0 X
e quindi:

.
fx) = . log,e.



TEOREMI SUL CALCOLO
DELLE DERIVATE




Bl La derivata del prodotto di una costante
per una funzione

El TEOREMA
La derivata del prodotto di una costante k per una funzione derivabile f (x)
¢ uguale al prodotto della costante per la derivata della funzione:

D [k -f(x)] = k-f'(x).

Bl DIMOSTRAZIONE
y = i KSEHD =y Ko lfls+ 1) =),

Essendo k una costante e ricordando la definizione di derivata, si puo scrivere:

d lim Jik

V= k'hao h)—f(x) = k-f(x).




Bl ESEMPIO
Calcoliamo le derivate delle seguenti funzioni.

1. ¥ =—3Inx; P E=f e By,

2. y = %-cosx; y = -(—senx) =—--senx.



B La derivata della somma di funzioni

TEOREMA

La derivata della somma algebrica di due o pill funzioni derivabili ¢ uguale
alla somma algebrica delle derivate delle singole funzioni:

D [f(x) + g(x)] = f(x) + g'(x).

Bl DIMOSTRAZIONE

Calcoliamo il limite del rapporto incrementale di f(x) + g(x):
fx+h) +glx+h)]—[f(x) +gx)] _

= h
_ i SR = f)] + [g(x + b) — g ()]
h—0 h .

Ricordando che il limite di una somma ¢ uguale alla somma dei limiti e I'ipo-
tesi di derivabilita delle funzioni f(x) e g(x), possiamo scrivere:

iz h) —
y = lim f(x+hh) f(x) +lim gx + h) gx) _ el




Bl ESEMPIO
Calcoliamo le derivate delle seguenti funzioni.

1. y=x+2-senx; ¥y =1+2-cosx.
2, § = egt— 36085 + 1 y =2-e“+3-senx.



B La derivata del prodotto di funzioni

Bl TEOREMA
La derivata del prodotto di due funzioni derivabili ¢ uguale alla somma
della derivata della prima funzione moltiplicata per la seconda non deri-
vata e della derivata della seconda funzione moltiplicata per la prima non
derivata:

D [f(x) - g(x)] = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x).

Bl DIMOSTRAZIONE
1% + h)~gled+h) —f(x) -g(x) |

y = lm h

Al primo termine del numeratore sottraiamo e sommiamo il prodotto

gx +h)-f(x):
f(x+h)- g(x+h)EIEECSEEE o ] — f(x)- g(x) |

y =}im h




Raccogliamo g(x + h) frai primi due termini e f(x) tra gli ultimi due:
,_ o 8+ h) - [fix+h) — f(x)] +f(x) - [gx + h) — g(x)]
y = lim 7 .

h—0

Il limite di una somma ¢ uguale alla somma dei limiti, per cui:

ygﬂg%mx+m,ﬂx+2—ﬂw +Eﬂﬂw_ﬂx+2—gu).

Il limite di un prodotto € uguale al prodotto dei limiti:

flx+h)— f(x)
h

gx+h)—g(x) |

V=il N R —

Poiché per ipotesi f(x) e g(x) sono derivabili, e quindi anche continue, ab-
biamo:

y'=g(x) f'(x) + f(x) g'(x).



Bl ESEMPIO
Calcoliamo la derivata della funzione y = x - sen x:

y'=1-senx + x-cosx.

Estendendo il teorema al prodotto di pit funzioni, si pud¢ dimostrare che, per
esempio, data la funzione y = f(x) - g(x) - z(x), la sua derivata prima é:

y'=f(x)-glx)-z(x) + f(x) - g'(x) - z(x) + f(x) - g(x) - 2"(x).
Bl ESEMPIO
Calcoliamo la derivata della funzione y = x - sen x - cos x.

Applichiamo la regola di derivazione del prodotto,

y" = D(%)~sen X ~cosx +.x - D(sefix) ~cosx + % -senx -D(cos x) =
=1-senx-cosx +x-cosx-cosx +x-senx-(—senx) =
=senx -cosx + x-cos’x — x -sen’x =
=senx - cosx + x - (cos’* x — sen’ x),

quindi:

Y =isensk - COSK X - €0S 2.



B La derivata del reciproco di una funzione

HlE TEOREMA

La derivata del reciproco di una funzione derivabile non nulla ¢ uguale a
una frazione in cui:

o il numeratore & 'opposto della derivata della funzione;
o il denominatore ¢ il quadrato della funzione.

1 _ [
D f® - k)’ con f(x) # 0.

Bl DIMOSTRAZIONE

11 f(x) —f(x+h)
=l flx + h; fl) _ im £(x) f(hx +h)
L fx+h) —f(x) 1 B
= Hl— h TR |




T & +H) —f(x) 1 1

= h oo f()f(x +h)
Essendo f(x) derivabile (e quindi anche continua), si ha:

,__ %)

) 4 2(x)°

BN ESEMPIO
.3 : _ . ) _ _ _COSX
1. Deriviamo la funzione y = senx’ ) e’y "
(—3x) _ 15x*

2. Laderivatadi y = -7 ) =5 P2 (-2



B La derivata del quoziente di due funzioni

Bl TEOREMA

La derivata del quoziente di due funzioni derivabili (con funzione divisore
non nulla) ¢ uguale a una frazione che ha:

o per numeratore la differenza fra la derivata del dividendo moltiplicata per

il divisore non derivato e il dividendo non derivato moltiplicato per la
derivata del divisore;

o per denominatore il quadrato del divisore.

;8 e 'g(’})zzx{(x) 89 con glx) #0.

Bl DIMOSTRAZIONE

Consideriamo la funzione quoziente come prodotto di due funzioni:

y=f(x)- (x)




Applichiamo la regola della derivata di un prodotto:

p J&) N | 1
g(x) _D[f(x) g(x) = /%) g(x) PP g(x)"

Applichiamo la regola della derivata del reciproco di una funzione:

p SO 1 —8x)
e W gy TIW ey

Riduciamo allo stesso denominatore e concludiamo:

f(x) i) ~gl(x) — flo)- g(x)
glx) g (x)




Bl ESEMPIO

2 _
Calcoliamo la derivata della funzione y = 3;,_ T xl :
, 3-2x-(x2+x)—(2x+1)-(3x2—1)=

4 (x* + x)>
662 + 632 — 625 +2x —3x2+1 35242+ 1

(x? + x)? (2 + x)2



Dal teorema precedente, come casi particolari, si ricavano le derivate della funzio-
ne tangente e della funzione cotangente.

La derivata della funzione tangente

S R e sen x : e
Si puo scrivere y = tg x come y = osx © applicando la formula di derivazione

di un quoziente, si ha: Sappiamo che:
sen’ x + cos’x =1

, _ cosx-cosx —senx-(—senx) _ sen?x + cosx
cos’x cos’x .

Tale risultato puo anche essere scritto nei due seguenti modi:

’

y —
Quindi:

=14 tg? x.
oo, oppure y g X

Dtgx = oppure Dtgx =1 + tg’x.

cos’x



La derivata della funzione cotangente

B ei i . COS X
Analogamente, poiché si puo scrivere y = cotg x come y = ——
che:

, 81 puo ricavare

Y == oppure y’ = — (1 + cotg®x).

Quindi:

sen’x

D cotgx = — oppure D cotgx =— (1 + cotg’x).

sen’x



ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo la derivata delle seguenti funzioni:

—gE 5ed : = 3xt+2 — a1
)y =3x8’ —2x" +'dx; b) y 2 C)y 21nx T

a) La funzione y = 3x> — 2x* + 4x ¢ la somma di tre funzioni che a loro volta sono il prodotto di una
costante per una potenza di x. Utilizziamo quindi le corrispondenti regole di derivazione:

y =k fx) =y =k f)
y=fx)+glx) = y'=f)+gk),
y = x“ = y' =a-x*L
Otteniamo:

yr=3.5x5—1_2.4x4—1+4=15x4—8x3+4.

c) La funzione puo essere scritta come segue:

1 _1
y=2lhx' —x °= 2lnx x °.
Deriviamo e otteniamo:
2,1 -3 o 2.1 _ 2 1
y = x+3x y = x+3x y = x+33x7.



b) Dividiamo il numeratore per il denominatore (essendo il dominio: x # 0),

4
= 3xxj_2 = 3x2+%,

e utilizziamo le potenze con esponente negativo. Otteniamo:
y =3x2 + 2x72

Applichiamo la formula di derivazione della potenza di x:
P= 32 (=),

4  6x*—4
¥ 3

y' = 6x —



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo la derivata della seguente funzione:

y =2x-e* cosx.

Poniamo f(x) = 2x, g(x) = e*, z(x) = cos x e utilizziamo la regola di derivazione relativa al prodotto di
piu funzioni, ricordando che la derivata di x e 1, la derivata di e* & e* e la derivata di cos x ¢ —sen x.
Otteniamo:

¥ =2:(1)-e*-cosx+ 2x-e*-cosx + 2x-e’:(—senx) = 2e*- (cosx + x-cosx — x-senx).
| S—— h’a—' —_—
f) g ) z'(x)

ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo la derivata della funzione:

_ 3x—2
x:—4

Se poniamo f(x) = 3x — 2, g(x) = x*> — 4, le loro derivate sono: f'(x) = 3 e g’(x) = 2x.
Utilizzando la regola di derivazione relativa al quoziente di due funzioni, si ha:

o =)= 0 =2) (2] Bkt 10 6 hdn  3xt by ]2
0 (x2 — 4)2 (x2 — 4)2 (x% — 4)2




ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo la derivata della funzione:

_ 3x—2
x:—4

" Se poniamo f(x) = 3x — 2, g(x) = x? — 4, le loro derivate sono: f'(x) =3 e g'(x) = 2x
Utilizzando la regola di derivazione relativa al quoziente di due funzioni, si ha:

) _ 3-(x2—4)—(Bx—2) (2x) _ 3x2— 12 — 6x% + 4x _ —3x2+4x—12
i (x2 — 4)2 (x2 — 4)2 (x2 — 4)2




DERIVATA DI UNA
FUNZIONE COMPOSTA




» Richiami sulla funzione composta

Richiamiamo il concetto di funzione composta, spiegando quali simboli utilizze-
remo per il calcolo della sua derivata.

Consideriamo per esempio la funzione:
y =In(x* + 2).

Essa rappresenta il logaritmo del polinomio x* + 2, che a sua volta & una funzione
di X

Se poniamo z = x* + 2, otteniamo y = In z. In questo modo mettiamo in eviden-
za che I'argomento della funzione logaritmo non ¢ la variabile indipendente x, ma
¢ a sua volta un’altra funzione, cioé z(x) = x* + 2.



Pill in generale, sia z = g(x) una funzione della variabile x, dal dominio A al
codominio B, e sia y = f(z) una fun-

zione della variabile z, dal dominio B A B ¢

al codominio C.

La funzione y = f(g(x)) € una funzio-

ne composta (o funzione di funzione) y = f(2)
perché y ¢ funzione di z, che a sua volta

¢ funzione di x.

Le due funzioni z = g(x) e y = f(z)
sono dette componenti della funzione

y =f(g(x))
composta.

Vale il seguente teorema.




» Derivata di una funzione composta

Bl TEOREMA

Se la funzione g ¢ derivabile nel punto x e la funzione f & derivabile nel pun-

to z = g(x), allora la funzione composta y = f(g(x)) & derivabile in x e la
sua derivata ¢ il prodotto delle derivate di f rispetto a z e di g rispetto a x:

D [f(g(x))] =f'(2) - g(x), conz= g(x).

Bl DIMOSTRAZIONE

Poiché z = g(x), allora
g(x+h) —g(x) = Az,
da cui:

gx+h)=gkx)+Az=2z+ Az.




Sostituendo nel limite si ha:

lim 1@ +482)— (2 |
h=0 h

Moltiplichiamo numeratore e denominatore per Az:

.. J@T+AZ)—2) Az
}11-1}}) Az T h

Poiché la funzione z = g(x) ¢ derivabile per ipotesi e quindi continua, si ha:
%i_r}% Az= }11_1_1% [g(x+ h) —g(x)] = 0.

Calcoliamo allora:

lim f(Z+AAZZ) ), g(x+hh) = =f'(2) g (x).

Concludiamo che:

D[f(g(x)] = f'(2) - g (%)



Bl ESEMPIO

Calcoliamo la derivata della funzione composta
y =(2x° —3x* + x — 1)%

in cui consideriamo:
z=glx)=2%>=3x*+x—1ley=f(z) =2"

Per la formula di derivazione della funzione composta, otteniamo:
y'=4z°-z', dove z'=6x*—6x + 1.

Sostituendo:

it =lf » (Pop— B Jilh — L)2=l(6%5—16% A L)



Si puo anche calcolare la derivata di una funzione composta direttamente, senza
effettuare sostituzioni.

Bl ESEMPIO
Calcoliamo la derivata della funzione dell’esempio iniziale,

y =In(x* + 2),

senza utilizzare le sostituzioni:

y e ( 5 I ) - (2x) < derivata della funzione della variabile x, argomento del
% _{ 2 logaritmo

derivata della funzione logaritmica



Il teorema precedente puo essere esteso alla derivata di una funzione y dipendente
dalla variabile x attraverso un numero qualunque di funzioni componenti.

Per esempio, nel caso di tre funzioni, essendo

y = f(g(z(x))),

posto
t =2z(x), u=g®), y=fu),

la formula relativa alla derivata della funzione composta si puo scrivere:

D f(g(z(x))) = f(u) - g'(t) - z'(x).



> Derivata di [f(x)]9™)

Utilizzando le formule relative alla derivata di una funzione composta e alla deriva-
ta di un prodotto, possiamo studiare un metodo per calcolare la derivata della fun-
zione y = [f(x)%, in cui f(x) > 0 e f(x) e g(x) sono funzioni derivabili.

Data la funzione
y = [ f(x)]s%),

essendo f(x) > 0, & anche f(x)¢™ > 0, quindi possiamo calcolare i logaritmi dei
due membri:

Iny =In[ f(x)]g™.

Applicando la proprieta relativa al logaritmo di una potenza, abbiamo:

Iny =g(x) -In[ f(x)]. log, b = clog, b,
conb > 0.




Se ora applichiamo ai due membri dell'uguaglianza i teoremi per la derivazione
delle funzioni composte e del prodotto di due funzioni, otteniamo

1
b4

da cui, essendo y diverso da 0:

y = g®)-In[ f(x)] + g(x) ﬁ ),

La y ¢ una funzione
composta, percio:

1 ’
D[lny] =y

g(x) - In[f(x)] + g(x}(?{) &

y =y

Poiché y = [ f(x)]8¥, possiamo scrivere:

e g(x) - f(x)
g ) ~In] flx)] + ) .

Y = [f)]59;

Concludendo possiamo evidenziare la seguente formula per la derivazione della
funzione y = [f(x)]g™:

o g(x)  f(x)
g'(x) - In[ f(x)] + o |

D[ff™ =[fal™



Bl ESEMPIO
Calcoliamo la derivata della funzione:

y = (x + 2y,

Poiché la formula vista in precedenza ¢ difficile da ricordare, procediamo
ripetendo i passaggi.

Applichiamo il logaritmo a entrambi i membri:

Iny =In(x + 2)**

iy = (g —1) Inx+2).
Calcoliamo le derivate di entrambi i membri:

L . T
" ¢ =1 -JnE+ 2) +(x— 1) (x +2) 1
r . x_].

y =y ln(x+2)+x+2]

/: x—1. x_].]

y =(x+2) In(x 4+ 2) + oy




ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo la derivata delle seguenti funzioni composte:

1
x—1°

a) y = In sen (x* — 2); b) y = cos®2x; Q)y=

a) La funzione presenta tre funzioni componenti che sono:
f(x) =Ilng(x), g(x) =senz(x), e z(x)=x*-—2.
Utilizzando la regola di derivazione delle funzioni composte, si ottiene:

y =1In sen (x* — 2)

i : 4—2)-4x3.
y S =0) cos(x ) - 4x
e | \
derivata del derivata del derivata del

logaritmo seno polinomio



b) La funzione presenta tre funzioni componenti:

flx) = (g(x))®, g(x) = cosz(x), z(x) = 2x.
Applichiamo la regola di derivazione delle funzioni composte:

y = (cos2x)®

y" = 8(cos2x)” - (— sen2x) - (2).

N

derivata della derivata del derivata
potenza coseno di 2x
Si ha quindi:

y' =—16sen 2x cos’2x.



c) La funzione presenta due funzioni componenti:

f) =g, gw)=—-.

Deriviamo:

1 Vx-—1

’ 1 —1
y — " o . 3
1 (x—1)2 2 (x—1)?
2\/x—l

RN

derivata della derivata del
radice quoziente



ESERCIZIO GUIDA
Calcoliamo le derivate delle seguenti funzioni:

a)y=x% b)y= (senx)V?.

a) Il dominio della funzione ¢ x > 0, quindi e anche x* > 0. Possiamo allora calcolare i logaritmi dei
due membri,

Iny =Ilnx¥
da cui, ricordando la proprieta log, b° = c log, b, abbiamo:
Iny =x-Inx.

Deriviamo entrambi i membri, osservando che al primo membro abbiamo y funzione composta,
mentre al secondo membro abbiamo un prodotto di due funzioni:

%-y' = lnx+x-%.
Isoliamo y":

y' =y -(Inx +1).

Ricordando che y = x*, otteniamo:
y ' =x* (Inx + 1).

b) Poiché I'esponente g(x) ¢ una costante reale, posto senx > 0, applichiamo la regola della derivata di
una potenza:

y = V2 (senx)V2~lcosx.



DERIVATA DELLA
FUNZIONE INVERSA




> feorema

Una funzione f ¢ inverti-

BN TEOREMA bile se ¢ biunivoca.
Consideriamo la funzione y = f(x) definita e invertibile nell'intervallo I e
la sua funzione inversa x = f~!(y). Se f(x) ¢ derivabile con derivata diversa
da 0 in ogni punto di I, allora anche f~!(y) e derivabile e vale la relazione:

D[f'(y)] =ﬁ, con x = f1(y).

Supponendo che esistano le due derivate, per giustificare la relazione che intercor-
re fra loro, ricordiamo che:

] = .

Derivando entrambi i membri di questa uguaglianza, abbiamo

—1(N\]. £+ =
D [f (y )] f) =1 Applichiamo la regola di
derivazione di una funzione
composta.

da cui otteniamo:

D[f'(y)]= ﬁ




Di particolare interesse ¢ 'applicazione del teorema nel calcolo delle derivate delle
funzioni goniometriche inverse.

La funzione y = arcsen x, definita per x € [—1; 1], e l'inversa di x = sen y, con

T
ye["?zl'

. . e T T :
Inoltre, la funzione seno & derivabile in ] BEAE con derivata non nulla.

Per il teorema precedente la funzione arcsen x ¢ derivabile in | — 1; 1[ e si ha:

1 1 1 1

D arcsenx = = = =,
Dseny  cosy  1/1 —sen’y ]| —ic?

1
D arcsenx =
V1 — x2




In modo analogo si possono ottenere le seguenti formule:

1
V1 — x2

D arccosx =

D arctgx =

1+ x

D arccotgx =
5 1+ x?2



Riassunto

Potenze di x

Funzioni goniometriche

Dk=10 D sen x = cos x
Dx=1 Dcosx = —senx
seaeN-—-{0}, xeR
Dx“=ax“‘1< Dtgx = 12 =1+tg’x
seacR x>0 cos“x
1 1
DVx = , x> D =— =—(1 + cotg?
Vx Wil 0 cotg x sen’x (1 + cotg®x)

Funzioni logaritmiche ed esponenziali

Inverse delle funzioni goniometriche

Da*=ag*ltig, a>0

1

D arctgx =

1 + x?
Xijiiin% — —
De e D arccotg x 1+ 2
Dlogax=%logae, x>0, a>0Na#l D arcsenx = 1 >
- X
e B 1
Dlnx—7, x>0 D arccosx = —




Le regole di derivazione

Dk -f(x)] =k f'(x)

D[f(x) + gx)] =f"(x) + g'(x)

D[f(x) - g(x)] = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)

1 _

P50 T )

p &) _ %) g0 —fx) gx)
g(x) g2 (x)

D[f(g(x))] =f'(2) - g'(x), conz = g(x)

g(x) f'(x)

D [f(x)] 8™ = [f(x)]8W| g’ (x) Inf(x) +

f(x)

D[f '(y)] = %, con x = f(y)




ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Per calcolare la derivata di y = e**, determiniamo prima la sua funzione inversa e poi utilizziamo la
regola di derivazione della funzione inversa.

Troviamo la funzione inversa ricavando x in funzione di y.

Applichiamo il logaritmo a entrambi i membri di y = e**:

Iny=Ine* - Iny=3xlne - lny=3x - x=lnTy.

Applichiamo la regola di derivazione della funzione inversa:

1
1
3y
Sostituendo:

Dex = 367



ESERCIZIO GUIDA

Data la funzione f(x) = 2e*, calcoliamo la derivata della funzione inversa x = g(y) nel punto y, = 2.

Determiniamo il punto x, tale che f(xo) = yo:
2% =2 —> e¥*=1 - 2x=0.
Quindi x, = 0. Poiché
f'(x) = 4e*,
applicando la regola di derivazione della funzione inversa, otteniamo:

1 1

- | .
8Q)= ")y T ge20 = 4



ESERCIZIO GUIDA

Verifichiamo graficamente che la funzione f(x) = Vx+ 2 — 1 ¢ invertibile, calcoliamo D f~!(1) e
interpretiamo geometricamente il risultato.

Tracciamo il grafico di f(x) a partire da y = Vx
con una traslazione di vettore v(— 2; — 1). E un
arco di parabola crescente, percio e invertibile.

Per calcolare D f~!(1) applichiamo il teorema del-
la derivata della funzione inversa, e cioé:

D f~(yo) = m, con x, = f~1(y,).

Nel nostro caso, essendo y, = 1, calcoliamo x, -2
sostituendo nell’equazione di f(x):

1=\/x0+2—l => \/X0+2=2 =

- Xot2=4 —> x,=2.

: , 1 S
Icol = :
Calcoliamo anche f'(x) e quindi

prim=— L =Ly

1
22 2 4

Il valore trovato e il coefficiente angolare della retta tangente al grafico della funzione inversa nel
punto (1; 2).



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo la derivata della funzione:

y = arcsen (5x + 3).

La funzione data ¢ una funzione composta.
Chiamando g(x) = 5x + 3, la funzione data si puo scrivere:

y = arcsen g(x),

la cui derivata é y' = \/1 o),

Poiché g'(x) = 5, sostituendo si ottiene:

- 1 . 5
Y T Vi=Gx+3)? T NMi—(Gx+3)?




ESERCIZIO GUIDA

Data la funzione y = x + sen wt, deriviamola rispetto a ognuna delle variabili, considerando le altre
come costanti.

« Deriviamo rispetto a x. Poiché consideriamo costanti w e t, anche sen wt ¢ costante, quindi:
D sen wt = 0.
Pertanto:
¥, = 1
o Deriviamo rispetto a ® (x e t costanti):

Yo = t COs 0.

o Deriviamo rispetto a ¢ (x e ® costanti):

Yi= ® cos wt.



ESERCIZIO GUIDA

Scriviamo I’equazione della retta tangente alla curva di equazione y = f(x) = x* — x? + 1 nel suo pun-
to di ascissa xo, = — 1.

Ricordiamo che la retta passante per il punto P (x¢; yo) ha equazione y — yo = m - (x — xy).

Quindi, per poter scrivere questa equazione, dobbiamo conoscere le coordinate del punto per il quale
passa la retta tangente richiesta e il valore del suo coefficiente angolare m, che sappiamo essere uguale a

f’(xo)I
perxo=—1, y,=f(xo)=1 - P(—11)
fix)=4x>—=2x, m=f'(x0) = — 2.
La retta tangente ha equazioney —1=—2-(x + 1),cioé2x +y + 1 =0.



DERIVATE DI ORDINE
SUPERIORE AL PRIMO




Consideriamo la funzione:

y=f(x)=x"—2x+1, conx €R.

La sua derivata,
y' =f(x) = 3x2 2,

e, a sua volta, una funzione della variabile x, definita sempre per x € R. Anche di
tale funzione possiamo calcolare la derivata:

Dy’ = 6x.

Tale derivata prende il nome di derivata seconda della funzione f(x) e si indica
con il simbolo:

y” oppure f"(x).

Per analogia, la derivata y” = f’(x) € anche detta derivata prima.



Anche la derivata seconda ottenuta ¢ una funzione che possiamo derivare; deri-
vando quest’ultima, si ottiene la derivata terza:

y" = 6.

In generale, data una funzione y = f(x), con il procedimento esaminato si posso-
no ottenere la derivata seconda, terza, quarta, ... Esse si dicono derivate di ordine
superiore della funzione data.

Per indicare la derivata prima, seconda e terza della funzione y = f(x) si usano, di
solito, gli apici: y’, y", y".
Dalla derivata quarta in poi si usa il numero fra parentesi: y¥, y, y1, .

In generale, la derivata di ordine n di una funzione y = f(x) ¢ anch’essa una fun-
zione della variabile x e si indica con il simbolo y™.



Bl ESEMPIO

Calcoliamo le derivate prima, seconda, terza e quarta della funzione y = sen x:
y = sen X,

= COS X,

= — sen X,

4
Y
y" = — cos x,
94



ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo la derivata prima, seconda e terza della funzione y = x* - In x.

Questa funzione ¢ il prodotto di due funzioni. Utilizziamo quindi la relativa regola di derivazione:

D [f(x) g(x)] =f'(x)-g(x) + f(x) - g’(x), ricordandoche Dx"=n - x" e DInx = %

Derivata prima

y'=2x-lnx+x2-%= 2x-Inx+x=x-Q2lnx +1).

Derivata seconda. Abbiamo di nuovo un prodotto e ci comportiamo come in precedenza:
y =1-2lnx+ 1)+x~(%) =2lnx+1+2=2Inx+ 3.

Derivata terza



DIFFERENZIALE DI
UNA FUNZIONE




> Definizione

Sia f(x) una funzione derivabile, e quindi continua, in un intervallo e siano x e
(x + Ax) due punti di tale intervallo.

Bl DEFINIZIONE
Differenziale

Si chiama differenziale di una funzione f(x), relativo al punto x e all'in-
cremento Ax, il prodotto della derivata della funzione, calcolata in x, per
Pincremento Ax. Il differenziale viene indicato con df (x) oppure dy:

dy = f'(x) - Ax.

Bl ESEMPIO
Calcoliamo i seguenti differenziali:

dcosx = — sen x - Ax,

dlnxzi-Ax.
X



Bl ESEMPIO
Il differenziale della funzione

y=2x>+3

dy = 6x°: A%,
cheperx = 1eAx = 0,3 vale

dy =6-(1)*-0,3 = 1,8,
mentre per x = 2 e Ax = 0,2 vale

dy =6-(2)02=24-0,2 =48



Consideriamo la funzione

y =X
e calcoliamone il differenziale:
dy =dx =1- Ax.
Quindi:
dx = Ax

| differenziale della variabile indipendente x €
uguale all'incremento della variabile stessa.




Sostituendo nella definizione di differenziale, possiamo scrivere

dy = f(x) - dx

I differenziale di una funzione € uguale
al prodotfto della sua derivata per |l
differenziale della variabile indipendente.

Da quest’ultima relazione, ricavando f '(x), abbiamo:

La derivata prima di una
f'(x) _ % funzione e il rapporto fra il
X differenziale della funzione e
qguello della variabile
indipendente.




> Interpretazione geometrica del differenziale

a. Consideriamo il grafico della
y = f(x) funzione y = f(x) e la retta tangente
nel punto P, di ascissa x.

(
'_i??///(!o ' 3

m =tgo = f'(x)

b. In corrispondenza del punto Q' di

ascissa x + Ax, tracciamo i puntiR, S e
Q. Il triangolo PRQ é rettangolo in R.
Per il teorema dei triangoli rettangoli

si ha: RQ = PR - tqa. '




c. Poiché PR = Ax e tga. = f'(x), risulta
RQ = dy.

RQ = f'(x) - Ax = dy

| differenziale dy e la variazione che subisce
I'ordinata della retta tangente alla curva
quando si passa dal punto di ascissa x al
punto di ascissa (x+Ax)




RQ = f'(x) - Ax =dy

L’incremento Ay della funzione relativo al punto x e al punto (x + Ax) ¢ la varia-
zione che subisce I'ordinata della curva, cioé RS:

RS = QS — QR = f(x + Ax) — f(x) = Ay.

Da quanto detto possiamo concludere che sostituire all'incremento Ay della fun-
zione il suo differenziale da un punto di vista geometrico significa sostituire al
grafico della funzione la sua tangente.




I differenziale costituisce
un’approssimazione
dell'incremento della
funzione:

dy=Ay

Nella figura 13¢ possiamo notare che I'errore commesso nel compiere tale appros-
simazione & QS. Piu grande viene preso Ax, piu tale errore aumenta.

In alcuni casi, tuttavia, ¢ preferibile calcolare dy invece di Ay perché i calcoli sono
piu semplici.




Bl ESEMPIO

Calcoliamo il valore approssimato di v/9,12.
Consideriamo la funzione f(x) = Vx; scegliendo x = 9 e Ax = 0,12, possia-
mo scrivere:

V9,12 = V940,12 = f(x + Ax).

Calcoliamo:

Ay = f(x + Ax) — f(x) = V9 + 0,12 — V9,

D S S . N
dy = f(x) - dx e Ax dy 5

Poiché sappiamo che Ay ~ dy, otteniamo:

1
9+ 0,12 — V9 m~—=:0.12.
29

Quindi:

1 1
V9,12 ~V9 +——-0,12=3+—-0,12 = 3 + 0,02.
29 6

Dunque V9:12 = 3,02.



In generale si puo calcolare f(x + Ax) in modo approssimato, generalizzando il
ragionamento fatto nell'’esempio precedente:

f(x + Ax) = f(x) + By'= f(x) + dy,

La formula evidenziata
f(x + Ax) = f(x) + f'(x) - Ax. fornisce per valori vicini a x
una approssimazione
lineare della funzione.




ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo il differenziale dy della funzione

. a1
y_f(x)_ e* :

Essendo dy = f’(x) - dx, per calcolare il differenziale della funzione basta calcolare la sua derivata prima
e moltiplicarla per dx.

La funzione ¢ il quoziente di due funzioni. Utilizzando la corrispondente regola di derivazione, otte-
niamo:

s (x — e et (1= xS )y
f(X)—- 2x - e2x T er




ESERCIZIO GUIDA
Calcoliamo 'incremento Ay della funzione
y = x> —2x?

quando x, = 1 viene incrementato di Ax = 0,023.

Calcoliamo Ay direttamente, cioé valutiamo la funzione f(x) = x> — 2x* nei punti 1,023 e 1 e ne calco-
liamo la differenza:

Ay = £(1,023) — f(1) = (1,023)> — 2 - (1,023)2 — (1 — 2) ~ — 0,02246.
Utilizzando il differenziale di f(x), possiamo approssimare lo stesso risultato con calcoli pit semplici:

Ay = f(xo + Ax) — f(x0) = f'(x0) - Ax = (3x5 — 4xp) - Ax = (3 — 4) - 0,023 = — 0,023.



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo il valore approssimato di In (1,34).

Osserviamo che In(1,34) = In(1 + 0,34). Allora possiamo calcolare il valore approssimato applicando la
formula

flxo + Ax) = f(x) + dy = f(x0) + Ax f'(x0)

alla funzione f(x) = In x, con xo = 1 e Ax = 0,34.
Poiché

- 1
— ]_’
f (xo) Xq
otteniamo:

In(1 + 0,34) ~In(1) + 0,34 -1 = 0,34.



APPLICAZIONE DELLE
DERIVATE ALLA FISICA




B La velocita

In fisica per lo studio di un moto rettilineo si scrive la legge oraria

S :f(t)>

ossia una funzione in cui la posizione s ¢ la variabile dipendente e il tempo ¢ ¢ la
variabile indipendente.

Nel moto rettilineo uniforme la legge oraria é:

s = vt + sy, A

dove v e la velocita costante e s,

la posizione al tempo t = 0.




Nel moto rettilineo uniformemente accelerato la legge oraria é:

_1 . A
s—jat + Vot + S, S
dove a e l'accelerazione costante, v, e sg
sono la velocita e la posizione al
tempo t = 0. S,-
>
O t

La grandezza velocita media & definita dal rapporto fra lo spazio percorso As e il
tempo At impiegato a percorrerlo, ossia:

_As _ f(t+An —f()
Ym = A T At ‘




Quindi v,, rappresenta

f(t + At)- il rapporto incrementale

della legge oraria s = f(t).

f(t)-

'
'
1

Ol t t+at t

>

La velocita istantanea all’istante t si ottiene considerando il limite della velocita

media v,, per At — 0, ossia il limite del rapporto incrementale %:
As

Vg = lim 2% = lim fie+ 89 = {0

At—0 At—0 A

= f1(®).

La velocitd istantanea e |la derivata della funzione che
rappresenta la legge oraria calcolata nell’istante preso in
considerazione.




Bl ESEMPIO
Data la legge oraria s(t) = 2t + 6t2, con s misurato in metri e ¢ in secondi,
calcoliamo la velocita istantanea all'istante t = 3 s.

s'(t) =2 + 12,
pertanto:

Ve =8 (3) =2+ 36=38 - v;;= 38 m/s.



Vediamo come e possibile
ricavare informazioni sulla
velocita dal grafico dello
legge oraria s=f(t),
sfruttando il significato
geometrico della derivata.

f(t)-

O

La velocita istantanea indica la “rapiditd” con cui varia lo
spazio al variare del tfempo e coincide con il coefficiente
angolare della retta tangente nel punto considerato.

Con riferimento alla figura, puoi verificare che la velocita
aumenta all’aumentare del tempo tracciando in piu punti

la tangente.



B Llaccelerazione

Data la legge oraria s = f(t), abbiamo visto che la velocita istantanea ¢ data dalla
relazione: v, = f'(¢).

La grandezza accelerazione media € definita dal rapporto

a. = Qv
N

fra la variazione della velocita istantanea e il tempo nel quale ¢ avvenuta tale varia-
zione, cioe I'accelerazione media é il rapporto incrementale della funzione v (#).

Passando al limite del rapporto incrementale, al tendere a 0 dell'incremento At

questo limite, se esiste, rappresenta I'accelerazione istantanea che possiede il pun-
to materiale all'istante #:

_ Av _ .. vu+Ao—vm
G = lim “3- = lim At V() =10




L'accelerazione istantanea e la derivata prima della
funzione velocita rispetto al tempo, ossia la derivata
seconda della posizione rispetto al tempo.

Bl ESEMPIO
Datalalegge orarias(f) = 5t + 2t? calcoliamo I'accelerazione all'istante t = 2 s.
Misuriamo la posizione in metri (m) e il tempo in secondi (s). L'unita di mi-
sura della velocita & metri al secondo (m/s) e quella dell’accelerazione metri al
secondo al quadrato (m/s?).

Poiché

s() =5+4tes'(t) =4,
possiamo affermare che:

a,; = 4 m/s.

L’accelerazione risulta costante e uguale a 4 m/s? anche al tempo t =2 s;
infatti, la legge del moto assegnata ¢ quella di un moto uniformemente acce-
lerato.




B Llintensita di corrente

Si definisce intensita di corrente la quantita di carica che attraversa una certa sezio-
ne di un conduttore nell’'unita di tempo. Se conosciamo la funzione g(#) che lega
la quantita di carica al tempo, per ottenere I'intensita di corrente media relativa a
una quantita di carica Ag passata in un intervallo di tempo At, calcoliamo:

_ Aq _ g+ At) — q(t)

At At '
i,, € il rapporto incrementale della quantita di carica considerata come funzione
del tempo.

Passando al limite del rapporto incrementale al tendere a 0 dell'incremento At,
ossia calcolando la derivata della funzione g(#), otteniamo, se il limite esiste, I'in-
tensita della corrente che circola nel conduttore all’istante ¢:

_ o Aq o qt+A)—q) _
i = Hm 7 = lm At = q(0).




Bl ESEMPIO
La quantita di carica, misurata in coulomb, che attraversa un certo condut-
tore, segue la legge:

q = 3t* — 2t + 4.

Determiniamo l'intensita di corrente all’istante t = 3 s:
iy =q'(t) =6t — 2
i..(3) =18 — 2 = 16.

L’intensita di corrente cercata ¢ di 16 A, dove con A indichiamo 'ampere,
unita di misura dell’intensita di corrente.



ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Un corpo si muove su una traiettoria rettilinea seguendo la legge oraria s = 4In t — 2¢%. Determinia-
mo la velocita e accelerazione in funzione del tempo e calcoliamo in quale istante risultav = 0 m/s e
in quale a = — 20 m/s%.

La velocita ¢ la derivata della posizione rispetto al tempo, quindi: v = =iy

t
L’accelerazione ¢ la derivata della velocita rispetto al tempo, quindi: a = — ;1—2 — 4.
V=0 per S-4t=0 - 4-4P=0 — t=%l
Considerando il valore positivo, otteniamo che la velocita ¢ nulla per t = 1 s.
4 4 1 , 1 1
— —_— — = — —_ @ — = =5 S = — == i =+
a 20 per 2 4 20 - +4 =20 % 4 t 4 t 5

Considerando il valore positivo, otteniamo che I'accelerazione vale —20 m/s* quando ¢t = 0,5 s.



ESERCIZIO GUIDA

Un corpo si muove in un piano xOy seguendo la legge:

x(t) = % nella direzione x
2 .
y(t) = gl —3t+2 nella direzione y

dove t ¢ il tempo misurato in secondi e lo spazio ¢ misurato in metri.

a) Determiniamo I’equazione cartesiana della traiettoria e rappresentiamola graficamente.
b) Troviamo le componenti lungo gli assi cartesiani della velocita e il modulo del vettore velocita al
variare del tempo ¢.

¢) Calcoliamo il modulo e la direzione della velocita per ¢t = ITS S.

d) Troviamo le componenti, il modulo e la direzione del vettore accelerazione al variare del tempo.

a) Dalla prima equazione ricaviamo la variabile ¢ e la sostituiamo nella seconda determinando cosi
'equazione cartesiana della traiettoria:

t = 3x Ty
y=%-(3x)2—%-(3x)+2 i y = 2(x = 1)2

y=2x"—4x+ 2. 1

La traiettoria del corpo € una parabola con concavi-
ta rivolta verso I'alto e vertice V(1;0). 5 : >




b) Le componenti del vettore velocita sono date dalle
derivate delle componenti della posizione:

1
V(t) = 1 1
9

SN

Il modulo del vettore velocita é:

v | = VIX O+ [y ()] = \/; +(§ a g)z

»£>_\/L (:1_.1;_1)2_ I .
V<4 ‘_ g e e 2

o AS
(%)
la direzione del vettore V(%) forma con 'asse x un angolo a tale che: tga = 4/ 13-

( 15) 3
"2
Quindi a = 45°.

c) Pert = %, otteniamo:

d) Le componenti del vettore accelerazione sono date dalle derivate seconde delle componenti della
posizione:

x (=0
a(t) = {y”(t) _ %

L’accelerazione ¢ costante, di modulo a = % m/s* e diretta lungo I'asse y.



APPLICAZIONE DELLE
DERIVATE ALLA GEOMETRIA
ANALITICA




ESERCIZIO GUIDA

Scriviamo I’equazione della retta tangente alla curva di equazione y = f(x) = x* — x> + 1 nel suo pun-
to di ascissa xo = — 1.

Ricordiamo che la retta passante per il punto P (x; ¥o) ha equazioney — yo = m - (x — xo).

Quindi, per poter scrivere questa equazione, dobbiamo conoscere le coordinate del punto per il quale
passa la retta tangente richiesta e il valore del suo coefficiente angolare m, che sappiamo essere uguale a

f’(xo)I
perxo=—1, yo=f(xo)=1 - P(—11)
fi(x)=4x>—-2x, m=f"(x0) = — 2.
La retta tangente ha equazioney —1=—2-(x + 1),cioe2x +y + 1 = 0.



ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo le coordinate dei punti nei quali la retta tangente al grafico della funzione
y=f(x)=x>+2x+3
ha il coefficiente angolare m = 5.

Il coefficiente angolare della retta tangente al grafico di una funzione in un suo punto di ascissa x, & ugua-
le al valore che la derivata prima della funzione assume per x = x, cioé¢ m = f’(x,), per cui calcoliamo
f'(x) e poi la poniamo uguale al valore di m dato:

fx)=3x*+2 3x*+2=5 > 3x*=3 - x*=1 - x=z=1.
Calcoliamo ora le ordinate dei punti di cui abbiamo trovato I'ascissa:

perx =+ 1, sihay=6, P;(1; 6);

perx =—1, sihay=0, P,(—10).



ESERCIZIO GUIDA

Scriviamo I’equazione della retta tangente al grafico della funzione di equazione y = 2x°> — 2x e
passante per il punto A(0; — 4).
Calcoliamo la derivata della funzione:

y = 6x*— 2.

Un punto generico della curva ha coordinate P(c; 2¢® — 2¢) e il coefficiente angolare della retta tangen-
tein P e

m = y'(c) = 6¢2— 2,

percio 'equazione della retta tangente alla curva

nel punto P é: yi
v (2c 2¢)=(6c 2)ilx c): /\
Imponiamo il passaggio della retta per A(0; — 4): o) P(1: 0) X

—4—22=2c)=(6c2—2)(—¢c) —

- —4—224+2c=—6+2c —

- 4c2—4=0 - *=1 - c=1.
Sostituiamo nell’equazione della retta e otteniamo:

y=4(x—1).

A(0; -4)



ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo ’angolo formato dalle due curve di equazioni y =

L’angolo formato da due curve ¢
I'angolo formato dalle rette tan-
genti alle due curve nel loro pun-
to di intersezione.

Se sono noti i coefficienti angola-
ri m; e m, delle due rette, si puo
calcolare la tangente dell’angolo
acuto da esse formato con la for-
mula:

Troviamo il punto P di intersezio-
ne delle due curve con il sistema:

yl\




Risolviamo la seconda equazione:
8=—x*(x—1)+2x(x—1)—x+1, conx#1,
8=—x>+x*+2x*—2x—x+1 > x*—3x*+3x+7 =0.

Applicando la regola di Ruffini si ottiene 'unica soluzione x = —1 e sostituendo nella prima equazione
si ottiene y = — % Il punto di intersezione ha dunque coordinate <— i %)

Calcoliamo ora le derivate delle due funzioni:

, 1 1 1
ASa =0z Ao E T
Determiniamo i coefficienti angolari delle due rette tangenti nel punto di ascissa x = —1:
=l =l
m=y(—1)= L € M=
Calcoliamo infine:
N S S _3
=42 || 4| __3_._&‘ _6
we i - g
4/ 2 3

Ricaviamo 7v:

Y= arctgé
7



ESERCIZIO GUIDA

Data la funzione di equazione y = f(x) = x> + 2kx + k — 1, determiniamo il parametro k in modo
che la tangente al grafico nel punto di ascissa x, = 1 formi un angolo di 135° con I’asse x.

Il coefficiente angolare m della retta tangente a una curva in un suo punto ¢ uguale al valore che la deri-
vata prima assume in quel punto, cioé m = f'(x):

flx)=3x2+2k — m=f(1)=3+ 2k

Ricordando che il coefficiente angolare m di una retta ¢ uguale alla tangente dell’angolo che la retta forma
con 'asse delle x, cioé m = tg a, possiamo scrivere, per la retta tangente nel punto xo = 1:

m = tg 135° = — 1.
Essendom = f’(1) = — 1, otteniamo:
342k=-1 - 2k=—-—4 —> k=-2.

Per k = — 2, la retta tangente alla curva nel punto x, = 1 forma un angolo di 135° con I'asse x.



ESERCIZIO GUIDA

Data la funzione y = ax® + bx, individuiamo i parametri a e b in modo che il suo grafico abbia nel
punto P(1; 2) una tangente di coefficiente angolare m = 1.

La funzione dipende da due parametri, a e b, quindi abbiamo bisogno di due condizioni che ci permetta-
no di impostare un sistema di due equazioni nelle due incognitea e b.

In questo caso le condizioni sono:

1. il passaggio per il punto P(1; 2) che otteniamo sostituendo nell’equazione della curva le coordinate del
punto stesso;

2. I'uguaglianza fra il valore dato per il coefficiente angolare della tangente nel punto P e il valore che as-
sume la derivata prima nel punto stesso.

Calcoliamo: f'(x) = 3ax* + b.

Impostiamo il sistema:

_ 1
{2 =a+b <«  dallacondizionel 0=r=0
3a+b=1 <«  dallacondizione 2 h=2
2
. ... .. 1 4,5
La funzione richiestaé y = ——x° + —-x.
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