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INTRODUZIONE

La parabola fa parte di un insieme di curve
(circonferenza, ellisse, iperbole) chiaomate coniche,
perché si possono ottenere tagliondo un cono con un
piano.

Consideriamo un cono di asse r con
angolo al vertice 2B. Sezioniomo o
superficie del cono con un piano
che formi con l'asse del cono un
angolo a=p.

La figura che si oftiene
dall'intersezione € una parabola.




1. LAPARABOLA E LA SUA EQUAZIONE

DEFINIZIONE

Scegliamo sul piano un punto F € una refta d. Possiamo
tracciare sul piano i punti equidistanti da F e da d.

Il luogo geometrico di questi punti e
detto parabola.




dasse

Il punto F e la retta d sono
detti, rispettivamente,
fuoco e direttrice della
parabola.

vertice "/

7 | d

direttrice

La retta passante per il fuoco e perpendicolare dalla
direttrice si chioma asse della parabola. Il punto V in cui
la parabola interseca il suo asse € detto vertice della

parabola.



Determiniamo |'equazione della parabola con asse
coincidente con l'asse y e vertice nell’origine degli assi

cartesiani. o .
Fissiamo il fuoco nel punto F(O;f)

e |la direttrice nella retta d di
equazione y =-f

x| . Indichiamo con P(x;y) un punto
X generico equidistante da F e
| | d  dad:
y = —f H(x; —f)

PF =PH — x> +(y-f)* =|y+f

X H+-f) =0+f)
x'-4fy=0 — y=%x2

Posto a = 1/4f, I'equazione precedente diventa:



Equazione della parabola con vertice
nell’origine e asse verticale:

Coordinate del fuoco:

Ao36)

4a

Eguazione della
direttrice:

il
4a

y:

Y=QOIX?
asse: x=0
y = ax?
F(O; l)
V(0; 0)=0 4a
direttrice:y =— A
: 4a

XY




a>0 a<o0

y = ax? e positiva o nulla y = ax? & negativa o nulla
la distanza focalee f >0 la distanza focalee f <0
F ha ordinata positiva F ha ordinata negativa

YA YA
O -
a>0 e
o F
oF
O X _ a<0

Concavita rivolta verso l’alto Concavita rivolta verso il basso.



Come si comporta I'apertura della parabola al variare
del coefficiente a¢

=
Q
I
W
Q
I
N

y = 2x2

Per a >0, alllaumentare di a diminuisce |'apertura della
parabola.



ESERCIZIO GUIDA

Applicando la definizione, determiniamo ’equazione della parabola che ha fuoco F(0; 2) e direttrice d

di equazione y = —2.

La parabola ¢ il luogo dei punti equidistanti dal
fuoco e dalla direttrice. Disegniamo il fuoco Fe la
direttrice d. Indichiamo con P(x; y) un punto
generico della parabola e con H il piede della per-
pendicolare condotta da P alla direttrice.

A

Se P(x; y) sta sulla parabola, le sue coordinate
soddisfano la condizione PF = PH.

Pertanto, poiché

PF=1\x—0)2+(y—2)2 =\/x*+y’—4y + 4
PH=|y—(-2)|=|y+2|

abbiamo:

Va2t yi—4y+4=|y+2|

Eleviamo i due membri al quadrato e svolgiamo i
calcoli:

x*+y*—4y+4=(y+2)*
x2+y2—4y+¥1(=y2+4y+4

x* = 8y.

Ricaviamo y:
ek

I

Questa e 'equazione della parabola richiesta.



ESERCIZIO GUIDA

Una parabola ha direttrice di equazione y = —1 e fuoco nel punto F(—1; 2). Determiniamo I'equazio-

ne della parabola mediante la definizione.

La parabola e per definizione il luogo dei punti
equidistanti dal fuoco e dalla direttrice. Pertanto,
preso un punto P(x; y) sulla parabola, deve valere

la relazione PH = PF.

e

— ——— e e e
i

Poiché
PF=+/(x+1)*+ (y—2)?,
PH=|y+1|,

uguagliando le due espressioni si ottiene:
Vix+ 1)+ (-2 =|y+1|.

Eleviamo al quadrato i membri dell'equazione per
eliminare la radice ed eseguiamo i calcoli:

(x+1)2+(@y—-2)>%=(@y+1)?
x2+2x+1+y*—4y+4=y2+2y+1
x*+2x+5=6y +1

6y =x*+2x + 4.

Percio 'equazione della parabola e:

X . X .2
Y="6 T3 73"



» Equazione di una parabola generica con asse
verticale

Ci servono alcuni elementi sulle trasformazioni geometriche

DEFINIZIONE

Una trasformazione geometrica nel piano
€ una corrispondenza biunivoca che associa
a ogni punto del piano uno e un solo punto
del piano stesso.

ESEMPIO

X'=X-2y+6 xX'=2-2-1+6 =0
—> —>
V="X+y—-1 ¥ =211

! |

P(2;1) P’ (6; -2)



Le isomefrie sono ftutte le -
trasformazioni (movimenﬂ, T
spostamenti) che mantengono /|

inalterate le figure, piv /¢ i
precisamente che manfengono ________ ------------------------------------------------ A
Inalterate l|le caratteristiche i 20 E:E |
misurabili (la lunghezza dei lati,
'ampiezza degli angoli).

Una traslazione € una isometria di equazioni: X'=X+a

Le equazioni permettono di frovare le coordinate di un
punto P’ (x";y') note quelle del punto P(x;y).



ESEMPIO

e v Ogni punto viene fraslato
X=x+1 . . .
4 aumentando di 1 unita la sua ascissa

Y'=yY+3  edi3unitdlasua ordinata.

yA
8-.
7..
6T &
| segmenti orientati AA’, 2T AT P
: | M e :
BB', CC’' sono tutti g__ | :
equipollenti e si y ) N §C
. : A -
chiamano vettori. T+ |
------- — >
O 123 4567 89 X



ESEMPIO

Data la funzione (parabola) y = 4x? trasliamo il suo grafico secondo il

vettore vy (2;1)

{x':x+2 {x:x'_z
—>
y=y+1 y=y-1

y-1=4(x-2)> —> y'=4(x'-2)% +1

y=4(x=2)2+1 = y=4x>-16x+17

y=4(x —2)*+ 1




Generalizziamo:

v

Y/

La trasformazione:

{x':x+x\,
y'=y+Yyy

trasla i punti del piano.

Sotto questa trasformazione, la parabola di equazione y = ax?
diventa:

Yy — Yy = a(x — xy)?

In particolare, le coordinate del vertice diventano:
V(xy; yv)



Esplicitiamo vy, svolgiamo | calcoli e ordiniamo:

EQUAZIONE DELLA

PARABOLA CON ASSE
PARALLELO ALL'ASSE Y

y=ax?+bx+c

é (‘Za' 4a)
N

y=ax’+bx+c

asse. X = -—b—

2a

E(_b. 1/A

*7 b. A
Uisrive)
direttrice: y = —-Jz'lfaé
: >

X



» Alcuni casi particolari

b=0
L" equazione diventa:
y=ax’+c

La parabola ha vertice
V(0; c) e il suo asse di
simmetria & |’ asse y.

c=0
L’ equazione diventa:
y = ax? + bx

La parabola passa per
I"origine O.

yl\

b2l X
- Y
y = ax? + bx

b=0, c=0

L’ equazione diventa:

y = ax?

La parabola ha
vertice nell’origine O.

yﬂ




ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo le caratteristiche della parabola y = x* + 3x + 2 e disegniamo il suo grafico.

Le caratteristiche della parabola sono I'asse di simmetria, il vertice, il fuoco, la direttrice.

3 ; __i R
o L’asse ha equazione x = 55 , quindi x = 5
. . e y . _—A _ b*—4ac _ 9-8 _ 1
e Il vertice ha ascissa xy = = e lordinata e yy = T e n - g

Poiché il vertice € un punto della parabola, 'ordinata del vertice si puo ottenere anche sostituendo I’ascis-

sa x =— % nell’equazione della parabola. Il vertice ¢ allora V(— %; = -i—)

1-A _1—-(19—-8) _
4 4-1 B

e Il fuoco F ha la stessa ascissa del vertice, xp = — i. L’ordinata ¢ yr = 0.

2

Pertanto e F(— %; O).

o L’equazione della direttrice &
IR T R ECO T 2

4a ~ 4 4 2

Per disegnare la parabola ¢ utile determinare i
punti di intersezione con gli assi cartesiani.
Perx=0sihay=2epery=0sihax;,=-1e
x, = —2.1 punti di intersezione sono allora (0; 2), 1 B o Y e e
(—1;0)e( 2:0).
Rappresentiamo ora la parabola.

y=x2+ 3x +2




» Equazione di una parabola generica con asse orizzontale

Simmetria rispetto alla bisettrice

y=X
Xe—)/
. . . y'=X
Ci servono alcuni element
sulle tfrasformazioni VA 5
geometriche, in V2 S =%
oarticolare sulla simmetria. i
y'- ____7(/_-__; ________ Pl
v oS
- .' { e
X % X




Ogni parabola con asse yA
parallelo all’asse x si puo /

. . . = X
otftenere dalla simmetria di y
una parabola con asse

arallelo all'asse v rispetto alla .
D. . Y 1sSp B
bisettrice y = x. O X

Applichiamo le equazioni della

simmeftria:
1o
=

-

all'’equazione della parabola y=ax?+bx+c.

In sostanza, sostituendo la variabile x con la variabile v, si
offiene:



EQUAZIONE DELLA PARABOLA CON ASSE PARALLELO

ALL'ASSE X

X =ay?+ by +c

...............

X =ay?+ by + C

1+ A

direttrice: x =— —=

d



ESERCIZIO

Disegniamo la parabola di equazione x = 3y* — 4y — 4.
o 16 2
Il vertice & V( 353 )
Determiniamo le coordinate di alcuni punti della parabola, mediante una
tabella, attribuendo valori a y e ricavando quelli di x:

Y X i
2 2 y
R (0’_?) x=3y2-4y-4
0| —4 - (—40)
0 - (0;2)
—1 3 - (3;-1)

[lIfuocoe F (— % ; %) ,’equazione del-

T
la direttrice ¢ x = R




ESERCIZIO GUIDA

Data la parabola di equazione x = — y* + 6y — 5, determiniamo le sue caratteristiche e disegniamola

nel piano cartesiano.

e Poiché a < 0, la concavita & verso sinistra.
e Calcoliamo il discriminante.

A = b?— 4ac = 36 — 20 = 16.

e Troviamo le coordinate del vertice.

A b
V(_E;_ Z—a); pertanto:
16 6
Vs e 4; yy = "(‘7) = 3; V(4; 3).

o L’asse ha equazione y = 3.
e Troviamo le coordinate del fuoco.
Il fuoco ha la stessa ordinata del vertice:

1—A_) =6 15
F( Tl = e

o La direttrice ha equazione

A B R
4a —4 4"

« Determiniamo alcuni punti della parabola, osser-
vando che per x = 0, si ha

—y?+ 6y —5=0,dacuiy =1ley =5.

Xy

U'I-bl\)—‘OI‘<




2. LA POSIZIONE DI UNA RETTA RISPETTO A UNA PARABOLA

Per studiare la posizione di una retfta rispetto a una

parabola,
soluzioni del

ese A >0,
eseA=0,]

dobbiaomo defterminare quante sono le
seguente sistema:

[ 2
y=ax +bx+c

y=mx+q

a retta ¢ secante la parabola in due punti;
a retta ¢ tangente alla parabola in un punto;

ese A <0,]

a retta ¢ esterna alla parabola.



0

a. La retta e secante
la parabola. | punti di
intersezione sono due.

A=0 A<O

e Sl e

b. La retta e tangente c. La retta e esterna
alla parabola. Il punto di alla parabola. Non vi sono
intersezione € unico e si punti di intersezione.

chiama punto di tangenza.






Determiniamo gli eventuali punti di intersezione della parabola di equazione

A
y=- ix2 FdX ’ v
P 9. ek Py =X~ 4
con la retta di equazione o L .
. o > X
y=x—4.

Risolviamo il sistema:

y=- %xz + 2x 2

Utilizzando il metodo del confronto, otteniamo I'equazione:
x:—2x—8=0.

Essa ammette due soluzioni reali distinte, x; = —2 e x, = 4, che sono le ascis-
se dei due punti di intersezione.




ESERCIZIO GUIDA

Stabiliamo se le rette di equazioni y = x — 2 e y = x — 1 sono secanti, tangenti o esterne alla parabola
di equazione y = x% + 3x — 1 e rappresentiamo graficamente la parabola e le rette.

Risolviamo il sistema: R BRI e () Poiché A = 0, la retta ¢ tangente
y=x—2 xA2 +2x+1=0 }allla pa?abola. il pulntoldi tangenza
y=x2+3x—1 8 hiei=0 a ?.SCISSE‘I X = e la rispettiva

4 ordinata e y = —3.
Per confronto, otteniamo: Quindi 'unica soluzione é: Il punto di tangenza ¢ T'(—1; —3).
X Fax === x = —1

Risolviamo ora il sistema:
y=x—1
y=x2+3x—1 y=X2+3X—1

Sihax 1 =x F3x Il dacuix’ F2x=0,
L’equazione ha A > 0, quindi si hanno due solu-

Xy

zionix; = — 2ex, = 0.Larettay = x — 1 € quin-
di secante la parabola nei punti A(—2;—3) e
B{0; —1).

Rappresentiamo il grafico della parabola e delle
due rette.



3. LE RETTE TANGENTI A UNA PARABOLA

Dato un punto P=(xy;y,) € una parabola qualsiasi, si
POSSONO presentare | seguenti tre casi.

§ t1 H ylk N y yl“ ;
tz P \ t P.
P
0O \Y’ O x |7 0 X
\

a. P esterno alla parabola:| b. P sulla parabola: una ¢. P interno alla parabola:
due rette tangenti. retta tangente. non esistono rette tangenti.

yA

Per deferminare le equazioni delle eventuali retfe
tangenti, e possibile seguire i seguenti metodi.



d Metodo generale, valido per tutte le coniche
(circonferenza, ellisse, parabola, iperbole)

METODO DEL DISCRIMINANTE NULLOA =0

Determinare le equazioni delle rette tangenti alla
parabola di equazione y = x2 — 2 condotte dal punto
P(1;-5).

1. Si scrive il sistema formato dall’equazione della
parabola e quella del fascio di rette passanti per P:

ry=x2—2

y+S=m(x-1)



Metodo di sostituzione:

2
x —mx+m+3=0

Calcoliamo A:

A=m*-4m-12

. Poniamo la condizione di tangenza A=0, in quanto,
affinche le rette (o la retta) per P siano tangenti (o
tangente) alla parabola, € necessario che l'equazione
risolvente ammetta due soluzioni coincidenti:

A=0 — m’-4m-12=0



Risolvendo l'equazione di 2° grado rispetto a m,
otteniamo le seguenti soluzioni:

m=-2 m,=6

5. In definitiva, ci sono due
rette tangenti alla
parabola condotte dal
punto P. Le equazioni
sono:




ESERCIZIO GUIDA

Data la parabola di equazione y = x2 + 2x + 4, determiniamo le equazioni delle rette passanti per il
punto P(— 2; 0) e tangenti alla parabola.

La parabola ha il vertice di coordinate (—1; 3).

A
y .~'

y=x2+2x+4

4

&l

P |

— >
-2 -10 X




Poiché I'ordinata del vertice ¢ positiva e la conca-
vita e rivolta verso 'alto, la parabola non ha inter-
sezioni con I'asse x. Essa interseca I'asse y in (0; 4).
Il punto P non appartiene alla parabola.
Scriviamo I'equazione della generica retta passan-
te per P:

y =m(x + 2).

Mettiamo a sistema l'equazione della retta con
quella della parabola:

y=mx+ 2m
—x e
Mediante sostituzione, otteniamo:

X2+ 2x +4=mx + 2m

x2+Q2—-m)x+4—-—2m =0

A=2—-—m)>—4(4 —-2m) =
=m?+4m — 12.



Ponendo A = 0 (condizione di tangenza):
m>+4m — 12 =0
=26
m=—2+V16 =—2+4 =<
2

Poiché abbiamo trovato due valoridi m, m; = — 6
e m, = 2, esistono due rette tangenti alla parabola
passanti per P, di equazioni y = —6x — 12 e
y =2x + 4.



y=x2+2x+4 y

iy =-6x-12




METODO DELLA FORMULA DI SDOPPIAMENTO
Si applica solo se il punto P=(X,;Y,) appartiene
alla parabola y=ax2+bx+c

4 . h
Formula dello sdoppiamento
+ X+ X
E O ax,x+b L+
2 2
- /
Questa formula, detta formula di sdoppiamento, si puo ricordare pensando che
x + X Yt Yo

si ottiene dall’equazione della parabola sostituendo x con , ¥ con

2 2
e x% con xyx:
il = a x> + bx +c¢
! ! !
Y+ ¥ X %

2



ESEMPIO

Determiniamo I'equazione della tangente alla parabola di equazione
y = x* + 3x nel suo punto P(— 1;— 2).

Utilizziamo la formula di sdoppiamento, dove vale xop =—1e y, = —2:

Y = ¥+.5% 5 X+'3 5

s P E .




IL SEGMENTO PARABOLICO

Se una retta € secante a una parabola nei punti A e B, |l
segmento AB e |'arco di parabola AB delimitano una
parte di piano detta segmento parabolico.

: 2
Tracciamo la retta parallela S = §AAA.B.B

ad AB e tangente alla yA
parabola, e consideriamo
su di essa le proiezioni A’ e
B' di A e B. Si dimostra che:
|"'area del segmento
parabolico e uguale a 2/3
dell’area del rettangolo
AA'B’B. O




ESEMPIO
Determiniamo I'area S del segmento parabolico individuato dalla parabola di

equazione y = %xz — 2x + 3 e dalla retta di equazione y = x + %

Dal sistema delle due equazioni si ottengono i punti di intersezione:

3 2l
A(l’ 2)63(5’ 5 )

Considerando una generica retta parallela ad AB, di equazione y = x + ¢,
e imponendo la condizione di tangenza alla parabola, si ottiene la retta tan-
gente ¢ di equazione:
3 v Y
I = g 11
- 2
Calcoliamo la misura di AB con la
formula della distanza tra due punti.
Otteniamo AB = 4\V2, mentre la 3N
distanza di A dalla retta t vale V2.

3

Quindi I'area del rettangolo AA'B'B ?

& 4V2-V2 =8. /

L’area del segmento parabolico eé: /1 0
y=X+ j

i = o= L0 |

~ 5 3



4. CONDIZIONI PER DETERMINARE L’EQUAZIONE DI UNA PARABOLA

Per poter determinare |'equazione di una parabola
y=ax2+b+c occorre calcolare i tre coefficienti a,b,c
presenti in essa.

Pertanto il problema e: trovare tre condizioni
tra loro indipendenti tali da tradurle in tre
equazioni nelle tre incognite a,b,c.




Ecco alcuni casi:

1. Sono note le coordinate del vertice (due condizioni) e
del fuoco (una condizione); 2. Sono note le coordinate
del vertice o del fuoco (due condizioni) e I'equazione
della direttrice (una condizione); 3. La parabola passa
per tre punti non dallineati (una condizione per ogni
punto); 4. La parabola passa per due punti (due
condizioni) ed € nota l'equazione dell’asse (una
condizione); 5. La parabola passa per un punto (una
condizione) e si conosce il verfice o Il fuoco (due
condizioni); 6. La parabola € tangente a una retta (una
condizione) e passa per due punti (due condizioni).




ESEMPIO

Determiniamo I’equazione della parabola passante per i punti A(— 1; 5) e
B(4; 0) e tangente alla retta di equazione y = 2x — 9.

Imponiamo alla parabola di equazione y = ax* + bx + c il passaggio per i
due punti A e B:

5=g—b-¢ passaggio per A(—1; 5),
0=16a + 4b + ¢ passaggio per B(4;0).

Ora imponiamo che la retta y = 2x — 9 sia tangente alla parabola.
Scriviamo il sistema

y=ax*+bx+c
y=2x—9

e poniamo nell’equazione risolvente ax* + (b — 2)x + ¢ + 9 = 0 la condi-
zione A = 0:

A=(b—-2?—4a-(c+9)=0.



Dalle tre condizioni otteniamo il sistema:

(a—b+c=5

2N\

; y=9x2—52x+64:_
16a +4b+c =0 AW o
(b—2)"—4a(c+9)=0 | y=xE-axs
Risolvendo il sistema, ricaviamo:
9
=1 2552 ' .
3 = — 3 e R el —’i o)
b -, 4 V b 25
& = . 64
; 25
Pertanto, sono due le parabole che 37 y=2x-9
soddisfano le condizioni richieste:
3 __
y = x— 4x, y=9x 52x+64.

25



ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo I'equazione della parabola con asse parallelo all’asse y avente per vertice il punto V(1;2)
e per fuoco il punto F(1; 3) e rappresentiamola nel piano cartesiano.

La parabola ha equazione generale y = ax* + bx + c. Per trovare a, b, ¢, utilizziamo le formule del vertice

_L._A) (_b.l—A) 1 :
( T e e quelle del fuoco e . Si ha il sistema:
e b . i}
= SO =il
i T B bey e
- =2 —{P—tac=—8a  —(—dac=—8z -1y —c==2 -ib=—=
1= 1A 1 — (b*> — 4ac) = 12a 1+8a=12a 1 9
= 3 a:z CZZ
L 4(1 - L
L’equazione della parabola e: y = %xz —%x +%. yf y=tuz-dys _2_

Osservazione. La seconda equazione del sistema
puo essere sostituita con la condizione di apparte-
nenza del vertice alla parabola:

2=a+b+c.

Xy




ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo '’equazione della parabola che passa per i punti A(0; —4), B(—1; —1) e che ha asse di
equazione x = 1.

L’asse ¢ parallelo all’asse y e quindi la parabola cercata ha equazione y = ax* + bx + c.

L’equazione dell’asse della generica parabola ¢ x = —2—ba e quindi vale 'uguaglianza — Z—ba = 1.

Imponiamo ora che la parabola passi per i punti A e B. Un punto appartiene alla parabola se e solo se le
sue coordinate soddisfano 'equazione.
Sostituiamo pertanto le coordinate dei due punti al posto di x e y nell’equazione y = ax* + bx + c:

—4=c (passaggio per A)
—1=a—b+c (passaggio per B)

Risolviamo il sistema formato dalle tre equazioni

Xy

nelle tre incognite a, b, c:
b _
2a_1 b——Za
—4=c - 1c=—4 -
s 1t="aq ='b ¢ g—b+tic==1i
b=-2a b=—
— C —— — cC = —

a+2a—4=-1 a=

L’equazione della parabolaé y = x> — 2x — 4.



ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo ’equazione della parabola con asse parallelo all’asse y e con il vertice di ascissa minore
di — 1, passante per i punti A(—1; —5) e B(1; 3) e tangente alla retta di equazione y = — 2x — 11.

A
L y=-2x-11 y

Imponiamo alla parabola di equazione

y=ax tbxtec

Xy

il passaggio per i due punti A e B:
—5 =a— b+ c passaggio per A(—1;—5)
3=a+b+c passaggio per B(1;3)
Ricaviamo due incognite in funzione della terza.

Usiamo il metodo di riduzione, sottraendo mem-
bro a membro:

{a—b+c=—5
a+b+c= 3
—2b =—8->b=4

Sostituiamo b = 4 nella prima equazione e rica-
viamo ¢ in funzione di a:

{a—4+c=—5—»c=—a—1

b=4

L’equazione della parabola diventa:
y=axt Fdx —a— 1.



Ora imponiamo che la retta y = — 2x — 11 sia
tangente alla parabola:

{y= ax’tdx —g— 1
y==2x—11
L’equazione risolvente é:
ax-+6x —a+10=0.
Imponiamo la condizione di tangenza, cioe a0
a’—10a +9=0 - a=1 V a=).

Le soluzioni trovate sono due:

a=1 a=9
bI="40 /s ) =1
c=—2 c=—10

Otteniamo le due parabole di equazioni:
y=x2+4x—2 e y=9x2+4x —10.

Poiché la parabola richiesta deve avere il vertice
con ascissa minore di —1, calcoliamo le coordina-
te del vertice delle due parabole:

y=x24+4x—2, V(—2; —6), ascissa —2<—1

y = 9x% + 4x — 10, V(—

ascissa —% >—1.

2

9

94

¢ —_ =
b

9

)

b

Pertanto la parabola cercata ha equazione:

yi=x2+ dx —2,

Xy



5. FASCI DI PARABOLE

Date due parabole Y e Y', di equazioni:
Y: y-ax?-bx-c=0 e Y':y-a'x?-b'x-c’'=0

si chiama fascio di parabole definito da Y e
Y' (generatrici del fascio), lI'insieme di Y' e di tutte le
parabole rappresentate dall’equazione:

Equazione fascio di parabole
y—ax’ —-bx-c+k(y-ax’-b'x-c)=0 conk€ENR
Forma esplicita

a+ka , b+kb  c+kc
y = X+ X+

1+k 1+k 1+k




»> STUDIO DI UN FASCIO DI PARABOLE

Studiare un fascio di parabole vuol dire descriverne le
caratteristiche. In particolare determinare:

1. Le generatrici
2. I punti base
3. Le parabole degeneri

| casi possibili sono:
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A lpunt / punto

base ;! / \\* | base
a. Le parabole sono b. Le parabdle sono c. Le parabole non d. Le parabole sono e. Le parabole hanno
secanti in due punti. | tangenti. hanno punti in congruenti e hanno lo | un punto comune e

comune. stesso asse di simmetria. sono congruenti.



Procedimento

Studiare il seguente fascio di parabole:

y = -(k+2)x? -x + k-1



1. Le generatrici

Si riscrive in forma implicita I'equazione del fascio e si
raccoglie rispetto al parametro k:

y+2x2+x+ 1 +k(x?-1)=0

Le equazioni delle due generatrici si ottengono una per
k=0 e I'altra uguagliondo a zero l'espressione che e

moltiplicata per k (parabola degenere, ossia coppia di
rette):

Y:y+2x2+x+1=0 = y=-2x2—-x-1
Y':x2-1=0 = x=1 x=-]



2. Punti base

Si risolve 1l sistema formato dalle equazioni delle due
generatrici:

ry=—2x2—x—1 x=1 x=-1
: — €
\x2—1=0

| punti base sono due A=(1;-4) e B=(-1;-2), si tfrafta di un
fascio di parabole secanti.



3. Parabole degeneri

Sono refte che devono passare per gli eventuali punti
base. Si oftengono:

a) uguagliando a zero il coefficiente di x2 (se dipende
dal parametro k); la retta che si oftiene e parallela
all’asse x 0 non e parallela agli cartesiani;

b) vguagliando a zero il coefficiente di y (se dipende
dal parametro k); si ottiene sempre una retta o una
coppia dirette parallele all’asse .

Nel nostro esempio:

y=-(k+2)x2—x + k-1 = -(k+2)=0 = k=-2

y=-x—-3 = parabola degenere



4. Disegno del fascio di parabole

Coordinate del vertice:

1 Ak* + 4k -7

V=|- ;
2k+2) 4(k+2)

Le parabole hanno il verfice variabile e quindi anche
I'asse di simmetria € variabile.

Concavita:

(se k <=2 le parabole hanno concavitaversol'alto

J\\

se k> =2 le parabole hanno concavitaversoil basso

|se k ==2 sihala paraboladegenere,ossialarettadiequazione y =—-x -3



Disegniamo qualche parabola del fascio, aftribuendo
alcuni valori a k:

4’ 8
il i A
k:.l e y:—3x2_x — Vl<_—;—’ 2 y k = -
6°12 -. i
k 3 y=x*"—x—4 V_3<2, 1)
\ 0 _
( 1 X
BR<2T
_4 e
A
k=0
y=-2x2-x-1 ||
k=1

y =-3x2-Xx




{y=—2x2—x—1
x—1=0

x=1 x=-—1

O y=2
I punti base sono due: A(1; —4) e B( — 1; —2).
Si tratta quindi di un fascio di parabole secanti.

yu k=—3
y=x2-x-4

Xy

« Disegniamo qualche parabola del fascio, attribuendo
alcuni valori a k:

L
y =-3x2-x



> TROVARE L'EQUAZIONE DI UN FASCIO DI
PARABOLE

Si deve scrivere la combinazione lineare delle equazioni
di due parabole qualsiasi del fascio, prese come

generatricl. Tali equazioni possono essere anche quelle
delle parabole degeneri.

Scrivere |'equazione del fascio di parabole passanti
per i punti A=(2;1) e B=(4,2)



A e B sono i punti base del fascio. Scriviamo le equazioni delle
parabole degeneri, cioe la retta AB e la coppia di rette parallele
all’asse y passanti per A e B:

. y—l_x—2
N S 1T 40

— 2y—-x=0 Yt (x=2)(x-4)=0

Equazione del fascio di parabole:

2y—x+k(x-2)(x-4)=0



In generale possiamo distinguere | seguenti casi.
v Fasci di parabole per due punti distinti
Dati i punti distinti A=(x;¥x) € B=(Xg:Yg) € indicata cony =

mx + g l'equazione della refta AB, si dimosira che
I'equazione:

y=mx+q+k(x—x,)(x—x;)

rappresenta un fascio di parabole passanti per i punti
base A e B.



v Fasci di parabole tangenti in un punto a una
retta data

Dato il punto T=(x;;y;) appartenente alla retta r: y=mx+q,
si dimostra che I'equazione:

y=mx+q+k(x—xT)2

rappresenta un fascio di parabole tfangentiin T alla rettarr.



ESERCIZIO GUIDA

a) Determiniamo I'equazione del fascio di parabole con asse parallelo all’asse y, passanti per i punti A (—1;0)

e B(1;2).
b) Determiniamo I’equazione del fascio di parabole con asse parallelo all’asse y, tangenti nel punto T

di ascissa 3 alla retta ¢ di equazione y = 2x — 1.

a) Determiniamo I’equazione della retta AB utilizzando la formula della retta per due punti:

Y= YA D x —ix y—=0  x—(=1) Y _ x+1 -
YB—Ya  Xp— X4 S =0 I==1 a7 =y =x kil

Scriviamo I'equazione del fascio utilizzando la formula:
y=mx tgtkx—x,)(x — x3)

Sostituendo a x4 e xp le ascisse di A e B e a m e g i valori trovati per la retta AB, otteniamo:
y = kG ) (xS L) = e E S R (f = 1) =y =k e

b) Scriviamo I'equazione del fascio utilizzando la formula:

y=mx tg +tk(x— x5~

Sostituendo a xy'ascissa di T' e a m e g i corrispondenti valori dell’equazione di ¢ otteniamo:
y=2x—1+k(x—3F>y=2x—1+k(x2—6x+9) > y=kx2+(2—6k)x — 1+ 9.









ESERCIZI INTEGRATIVI

ESERCIZIO GUIDA
Rappresentiamo graficamente la funzione:

y=x2—3x—|x—1[+1.

Poiché

|x_1|_{x—1 sex il =10
—(x—1)sex—1<0

la funzione data ¢ la seguente:

_{x2—4x+2 sex= 1
| se x <1



Leequazioniy = x> —4x + 2ey = x*> — 2xsono  Consideriamo la seconda equazione e disegniamo
le equazioni di due parabole rispettivamente di ~ solo I'arco di parabola contenuto nel semipiano
vertici V1(2; —2) e V,(1; —1). delle x < 1.

Consideriamo la prima equazione e disegniamo Il grafico della funzione ¢ rappresentato dalla linea
solo l'arco di parabola contenuto nel semipiano  continua.

conx = 1.
yl\ y“
y=x2-4x + 2 y=x2—2x__ g y y=x2-4x + 2
X=1 3 . . X=1 :: ~
\ \
\ . I
\ g !
\ ‘ |
\ h I
\ ; '
\ 1 I’
> - i >
X o) ‘\ 1 22 X
~14+-N& 7
V,
iy 1 DA W
\%




ESERCIZIO GUIDA

Dopo averne determinato il dominio, rappresentiamo graficamente la funzione:

Y=l v,

Per determinare il dominio occorre porre il radicando maggiore o uguale a 0, cioe:
xEL=0 - x=—1.

Il dominio della funzione & dunque I'insieme D = {x € R| x >—1}.

Tracciamo nel piano cartesiano la retta x = —1 ed eliminiamo tutti i punti che hanno ascissa minore di
—1 (figura a).

Per rappresentare la funzione isoliamo la radice:

y—1=Vx+1l.

Questa equazione € equivalente a:
y=1=0 y=1 y=1
y—1)2=x4+1 |P-2p+1l=x+1 |x=y>—2

Tracciamo nel piano cartesiano la retta y = 1 ed eliminiamo tutti i punti che hanno ordinata minore di

1 (figura b).



L’equazione x = y* — 2y & I'equazione di una parabola con I'asse di simmetria parallelo all’asse x con
vertice V(—1; 1).
Tracciamo il ramo di parabola contenuto nella parte di piano che non abbiamo oscurato (figura c).

A

x==1 Y x=—1; y x=—1; y" y=‘I+Vx+1

a. Il dominio di | b. Regione contenente il grafico c. Il grafico della funzione.
y=1 +\x + 1. della funzione.



ESERCIZIO GUIDA

Inscriviamo nella parte di piano compresa tra la parabola di equazione y = — x? + 4x e 'asse x un

rettangolo di perimetro uguale a 10.

La parabola ha il vertice V' di coordinate (2; 4) e
interseca gli assi cartesiani nei punti (0; 0) e (4; 0).

Xy

Tracciamo ora una retta parallela all’asse x. Essa
ha equazione y = k, con 0 < k < 4, e interseca la
parabola nei punti A e B, le cui coordinate si deter-
minano risolvendo il sistema:

y=—x*+4x x*—4x+k=0
y=k y=k

—

A(2—V4a—k; k)

X1,2=2i \/4—k
B(2+V4—k;k)

y=k

Consideriamo poi le proiezioni di A e B sull’asse x,

che indichiamo con C e D, e troviamo il perimetro
del rettangolo ABDC. Si ha:

AB=2+V4—k —-2+V4—k=2V4—k,
AC =k

Quindi il perimetro del rettangolo & uguale a:

4\/4 — k + 2k.

Troviamo ora per quale valore di k il perimetro
risulta uguale a 10 risolvendo I'equazione:

44 — k + 2k = 10.

Si ha 2vV4—k =5—k, da cui, posto k <4, si
ottiene, elevando al quadrato:

4-(4—k)=25+k*>—10k—k*—6k+9=0.

Le soluzioni di questa equazione sono:

Dovendo essere 0 < k < 4, la soluzione ¢ accetta-
bile e la retta che individua il rettangolo ha equa-
zione y = 3.



ESERCIZIO GUIDA

Risolviamo graficamente la seguente disequazione irrazionale:

\Qx+2+12%m.

Isoliamo la radice a sinistra del segno di disu-
guaglianza:

2x+22%x—1.

Dai due membri della disequazione ricaviamo le
equazioni di due funzioni, cioé poniamo:

y=V2x+t2ey=Zx—1.



Per disegnare il grafico della prima funzione,
y=V2x+2,

determiniamo il suo dominio ponendo il radican-
do maggiore o uguale a 0:

2x +220 -»> 2x=2—2 > x=-—1.

II dominio della funzione ¢ dunque l'insieme
D={xeR|x=>-1}.

L’equazione y = V2x + 2 ¢ equivalente al seguen-

te sistema:
y>0 y=0
{)’2=2x+2 MEEEP S



L i
equazione

=Ll
X=5Y 1

¢ 'equazione di una parabola con I'asse di simme-
tria parallelo all’asse delle ascisse e con vertice
V(—1;0). La condizione y = 0 impone di traccia-
re solo I'arco di parabola che contiene tutti i pun-
ti di ordinata maggiore o uguale a 0 (figura a).




Rappresentiamo la seconda funzione, corrispon-

dente alla retta di equazione

y=%x—1,

tracciandone il grafico per x = — 1 (figura b).

Dal grafico leggiamo, in modo approssimato,
Iascissa a del punto di intersezione tra la retta e la
parabola, nella parte di piano in cui la disequazio-
ne ha significato: a ~ 2,4.

y

A




Osserviamo nel grafico tracciato che la disequazione iniziale
2% + 2 > 2x — 1 mette a confronto 'ordinata di un punto della

parabola (membro a sinistra) con 'ordinata di un punto della retta
(membro a destra) con la stessa ascissa.

Evidenziamo sul grafico la zona in cui i punti della parabola hanno
ordinate maggiori o uguali alle ordinate dei punti corrispondenti
della retta (figura c).

Le ascisse di questi punti sono le soluzioni della disequazione
data: c

S={xeR|-1<x<aq a=24}]

. . . . . 3 .
Osservazione. Se dobbiamo risolvere un’equazione, per esempio V2x +2 + 1 = 5% procediamo allo
stesso modo, ma terminiamo la risoluzione dopo la determinazione dell’ascissa (o delle ascisse) dei punti

di intersezione.



ESERCIZIO GUIDA

Risolviamo il sistema parametrico
i 2

y=x7—4x+6

2kx +=(1-Fk)y —2k—2=0
D=x=6

al variare del parametro k in R, utilizzando il metodo grafico.

N\

2

o L’equazione y = xT — 4x + 6 rappresenta una parabola con asse di simmetria parallelo all’asse y, che

ha vertice in V(4; — 2) e che interseca gli assi cartesiani in (0; 6), (2; 0) e (6; 0).
Disegniamo la curva ed evidenziamo I'arco con 0 < x < 6 che ha per estremi i punti A(0; 6) e B(6; 0).

o Studiamo ora I'equazione 2kx + (1 + k)y —2k—2 = 0.
Evidenziamo k:

k@x+ty—=2)+ty—2=20.
E un fascio proprio di rette, di generatrici:

=2 ottenuta ponendo k = 0,

2x + y—2, ottenuta ponendo 'espressione che ¢ moltiplicata per k uguale a 0.

I1 centro del fascio & C(0; 2).



« Imponiamo alla retta generica del fascio il passaggio per A(0; 6):

(1+k)6—-2k—2=0-4k+4=0-k=—1.

« Imponiamo ora il passaggio per B(6; 0):

12k—2k—2=0—»10k—2=0—»k=%.

« Troviamo il valore di k relativo alla retta del fascio tangente alla parabola con il sistema:
2
y= xT —4x+ 6
2kx ikt 1)y=2k=2=10
Sostituendo il valore di y ricavato dalla prima equazione nella seconda, otteniamo:

2
2kx+(k+l)<x7—4x+6>—2k—2=0 .

2

2
- 2kx+kx7—4kx+6k+x7—4x+6—2k—2=o S (k+1)x2—4(k+2)x+8k+8=0.

Poniamo % = 0:

4(k+2)2—8(k+1)2=0 > K+4K+4-2k>—4Kk—2=0 - —k*+2=0 > k=1V2.



Le rette tangenti alla parabola sono due, ma quella tangente all’arco AB si ottiene per k = V2 . Infatti le
rette del fascio, al variare di k, ruotano intorno al punto C in senso orario a partire dalla retta
2x + y — 2 = 0, che si ottiene per k — oo.

« Osservando il grafico, deduciamo il numero dei punti di intersezione tra la parabola e le rette del fascio
nell'intervallo 0 < x < 6 e quindi il numero delle soluzioni, al variare di k € R:

— per k = —1, una soluzione;

=per 1= 'k - %, una soluzione;

- perk = %, due soluzioni;

- per % < k < V2, due soluzioni;

- per k = V2, due soluzioni coincidenti.

In sintesi, il sistema ammette:

una soluzione per —1 < k < %;

due soluzioni per % k=2



