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INTRODUZIONE

L'ellisse fa parte di un insieme di curve (circonferenza,
parabola, iperbole) chiamate coniche, perché si
POssono ottenere tagliando un cono con un piano.

Consideriamo un cono di asse r P
con angolo al vertice 2. ' '
Sezioniamo la superficie del cono
con un piano che formi con
I'asse del cono un angolo o>f.

La figura che si offiene
dall’intersezione € un’ellisse.




1. UELLISSE E LA SUA EQUAZIONE

DEFINIZIONE

Assegniamo nel piano due punti fissi F, e F, defti fuochi,
si chiama ellisse |la curva piana luogo geometrico dei
punti P tali che sia costante la somma delle distanze di P
daF, ekF,:

PF, + PF, = costante

asse maggiore asse minore




P2

Indichiomo con: 2c la
distanza focale;, 2a la
somma costante delle
distanze dei punti dell’ellisse
dai fuochi.

4

O F2

asse magqore | asse minore

Allora: PF, + PF, = 2a

Poiché in un triangolo un lato € minore della somma degli
altri due, abbiomo:

PF, +PF,>FF, = 2a>2c = a>c (relazione tra a e c)



Determiniomo |'equazione

y
P(x: ) dell’ellisse con il centro
A Y C , ,
nell’origine degli assi
Fi(-c; 0) F,(c; 0) cartesiani e |'asse x

Q/‘ > passante per i fuochi.

Fissiamo 1 fuochi nei punfi
F,(-c;0) e F,(c;0).

Applichiaomo la definizione di ellisse, usando la distanza
tra due punti:

PF +PF, =2a — \J(x +¢)* +y* +~/(x=¢)* +y* =2a



Eseqguiti i calcoli, e posto:

otteniamo:

EQUAZIONE CANONICA
DELL’ELLISSE




Simmetrie
[ 2 2
( ::;) + y—12 =1 — simmetriarispettoall'assey
2 2 2 2
x_z + y_2 =1— T x_12 + (L;) =1— simmetriarispettoall'asse x
a b a b
2 2
( x;) +( Z;) =1 — simmetriarispettoall' origine
a

Po(—X1: y4) P1(X1; y1)

Pal-xqi =y1) | P3(xq; —y1)

L’ellisse e simmetrica rispetto
agli assi cartesiani

2. PROPRIETA’ ELLISSE

Intersezione con gli assi

2
MooN
Assex —= 1q> b — X =zq
y=0
2
_1.|__1=1
Assey — 34% b2 — y=x+b
x=0
semiasse

. VA
mmore\\ B,(0;b)

B,(0;-b)| semiasse
'+ maggiore



Grandezze

La distanza fra uno dei vertici

sull’asse y e un fuoco e sempre
uguale ad a:

Grafico

L’ellisse e inscritta nel rettangolo di
vertici ABA'B’.

Y
y=b B(0. b)
X=-a //.;:(;——.-.-_) ...... X .—.-. _..':_:_-‘3._?111 yﬂ X= 3
-~ X7 T T
.r/ il e - . "'- \\\
Af-a, 0) |/ 3 g e\ \| A, 0)
 F(c,0) . |o “Flc.0) X
..\\\ : 7 s : I/.’
o S '"'_ H . /
““---f_'_x_' ) __—P(x1,-y1)
y=-b B0, -b]
Infatti
2 2 2
X » b,
_2+y_2=1ey =—(a"-x")—>-asx=a
a b a
2 2 2
X 2 a 2 2
AT P =—0b -y )—=-b=sy=<b
2 2 2
a b b



Coordinate fuochi

D

Sapendo che b?=a?-c?, si ottiene:

c=+a’ -b’

Pertanto, nota |'equazione dell’ellisse,
le coordinate dei fuochi sono date da:

F,=(-c;0) F,=(c;0)

Eccentricita

E’ definita come:

distanza focale

e—

lunghezza asse maggiore

C
a

Poichéc<a,siha:0<e<1

y=b
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/
/
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v F'(-c,0)

.7 o *F(c.0) | X
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-

_—B(xq, -y1)

y=-b

B0, -b)

Se e=0, allora c=0 =¥ i fuochi coincidono

con il centro e l'ellisse si riduce a una
circonferenza;

Se e=1, allora c=a e b=0 =>» l’ellisse si

riduce all’asse maggiore (ellisse
degenere), nei cui vertici sono i fuochi.



y
e =0,99
Fq F,
T _DAZ >

y
e=1
Fi Fy
A, O a A, x




3. ELLISSE CON | FUOCHI SULL’ASSE y

y I procedimento per determinare
o/ 4F20Qi ) I'equazione dell’ellisse con |
fuochi sull'asse y e analogo @
ol ¥ quello precedente. L'equazione
! che si oftiene e la seguente:
Fi(0; — )
2 2
i X Yy
a b

L'’equazione ottenuta € analoga alla precedente, pero in
questo caso vale la relazione:

2 2 2
a =b"—-c-— b>a



proprieta

v E simmetrica rispetto agli assi
cartesiani
v Vertici: A,=(-a;0); A,=(a;0);
B,=(0;-b); B,=(0;b)
v E inscritta nel rettangolo che
ha i lati di equazioni:
X=xa y==%Db

v BB, = 2b (asse maggiore); A,A, = 2a (asse minore)
v Coordinate dei fuochi:  F =(0;-c) F, =(0;c)

C i distanza focale C
v’ Eccentricita: e = 2a =_

lunghezza asse maggiore b




ESERCIZI

Determinare il luogo geometrico dei punti del piano, la
cui somma delle distanze dai punti A=(-4;,0) e B=(4;0) €
uguale a 12.

Sappiamo che il luogo richiesto & un'ellisse. Cerchiamo la sua equazione utilizzando la condizione data. Detto P(x)

un punto generico del luogo, deve essere:
PA+ PB=12.

Poiché, per la formula della distanza:

PA=V(x+472+1?, PB=V(x—4+¥,

sostituendo, otteniamo:

Vx+4?2+ 2+ V(x— 42+ =12.

Isoliamo una radice, eleviamo al quadrato ambo i membri e semplifichiamo:

V(x+4P+ 1y =12-V(x—4P+9

A6+ 8x+ =144 + 42 + 14— 8x+ Ff — 24V (x— 4 + y*~.




Isoliamo la radice rimasta ed eleviamo al quadrato ambo i membri:

24V (x— 47+ 7 = 144 — 16x

3V (x— 4P+ =18—2x

9o + 16— 8x+ y») = 4x* + 324 — 72x

Svolgiamo i calcoli, semplifichiamo e isoliamo il termine noto:

9x* + 144 — 72+ 9y* = d* + 324 — 20
S+ 9% =180,

Dividiamo ambo i membri per 180:

X2 92
—=d——=
36 - 20

ottenendo I'equazione canonica dell’ellisse.



ESERCIZIO GUIDA

Data Dellisse di equazione 4x* + 9y* = 36, determiniamo la misura dei semiassi, le coordinate dei
vertici e dei fuochi, 'eccentricita e rappresentiamo la curva graficamente.

Dividiamo entrambi i membri dell’equazione data per il termine noto, per ridurla nella forma canonica,

%2 i yTz =1 y|

da cui deduciamo a = 3, b = 2 e le coordinate dei vertici: B2
Ai(—3;0), A,350), B,(0; — 2), B,(0; 2).

Determiniamo inoltre: A Ar X
¢e=lg’—b2=9—4=5,

le coordinate dei fuochi F(— V/5;0), E(\/5;0), 51

il valore dell’eccentricita e = % = g

Rappresentiamo graficamente l'ellisse, dopo aver disegnato i quattro vertici.



Dopo aver calcolato ftutti gli elementi necessari,
disegnare |'ellisse di equazione 4x2+9y2=36

Dividiamo entrambi i membri dell’equazione data per il termine noto, per ridurla nella forma canonica:

X2 )2
+—i=]
9 4

da cui deduciamo a¢=3 e b= 2 e le coordinate dei vertici:

Al=a:0) Asl B0, =12) B0, 7).

Determiniamo il valore di ¢*: y
2 ) 2 : -
cc=a-—b"=9—4=5, B,
le coordinate dei fuochi: I 5

Tk F
EC=NE0)  EBEOVS0) S s
il valore dell’eccentricita: 1

C V5 7
é) a — E
a 3 1




ESERCIZIO GUIDA

Data ’equazione
x° i Ve _
k=205 e
determiniamo i valori da attribuire al parametro k affinché rappresenti un’ellisse con i fuochi sull’asse
delle x.

1,

Affinché I'equazione data sia 'equazione canonica _> % 3
di un’ellisse, devono valere le uguaglianze: =
2 = 28 —
a‘=k+2 e b*=3—k. k> —2 o A |
Deve percioessere: kK =E2 ~fes3=—k 0. o3

I fuochi stanno sull’asse x, quindi deve valere la

disuguaglianza: ks 1 g 3
2
a>b > a*>b>->k+2>3—k.
k+2>0 k>—2
Risolviamo il sistema costituito dalle tre disequazioni: {3 — k > 0 S k=3

Lt2 >3-k k>%—

1

> < k < 3, quindi I'equazione data rappresenta un’ellisse con i fuochi

Le soluzioni del sistema sono

sull’asse x per —%— =9k



4. LA POSIZIONE DI UNA RETTA RISPETTO A UN’ELLISSE

Per studiare la posizione di una retfta rispetto @
un’ellisse, dobbiamo determinare quante sono le
soluzioni del seguente sistema (metodo di
sostituzione):

fxz 2
—2+y—2=1
1a- b

y=mx+q

"




A<O

il sistema non
ammette soluzioni
reali

A=0
il sistema ammette due

soluzioni reali e
coincidenti

A>0

il sistema ammette
due soluzioni reali e
distinte

yl

—

o
-
/‘

3

yu

K

N

a. La retta e esterna all’ellisse.
Non vi sono punti di intersezione.

y
T
Z

b. Laretta e tangénte all’ellisse.
L'unico punto di intersezione ¢ il
punto di tangenza.

/ \..' o

Y

c. La retta e secante l'ellisse.
| punti di intersezione sono due.

\



ESERCIZI

Studiare |la posizione della retta rispetto all’ellisse:

retta—> x+2y—-6=0 ellisse— —— +2 =1

9

Risolviomo il seguente sistema (metodo di sostituzione):

—
o0
\O

|
—
o0
\O




L'equazione risolvente e:

y' -4y+3=0—>y =1 y, =3

L'equazione ha due soluzioni distinte, e dunque la retta
iIntferseca |'ellisse in due punti:

{y T A=) {y 2T B (0:3)
x =4 x, =0




La retta x + 2y - 6 = 0 € secante
I"ellisse nei punti A=(4;1) e B=(0;3)




5. LE RETTE TANGENTI A UN’ELLISSE

Dato un punto P=(xyY,) € un’ellisse qualsiasi, si possono
presentare | seguenti fre casi:

y? ' V&S yA

1N
N

\

v

N
/

N
/]
D

_\ "
A

' . '
' . '

a. P e esterno all’ellisse: esistono due | b. P appartiene all’ellisse: esiste una ¢. P e interno all’ellisse: non esistono
rette tangenti per P. sola retta tangente per P. rette tangenti per P.

Per determinare le equazioni delle eventuali rette
tangenti, € possibile seguire i seqguenti metodi.



» Metodo generale, valido per tutte le coniche
(circonferenza, ellisse, parabola, iperbole)

METODO DEL DISCRIMINANTE NULLO A =0

Determinare le equazioni delle eventuali rette tangenti
all’ellisse di equazione (x?%/12)+(y%/4)=1) condotte dal
punto P=(6;-2).

1. Si scrive il sistema formato dall’equazione della
parabola e quella del fascio di rette passanti per P:

[—
(\®)
N

y+2 =m(x -6)




2. Ricaviamo la y dall’equazione della retta e
sostituiamola nell’equazione dell’ellisse (metodo di
sostituzione):

(1+m*)x> =12@m” +m)x +108m> + 72m =0

3. Calcoliamo A:

A =36(3m> +m)’ —(1+3m>)(108m> + 72m)

4. Poniamo la condizione di tangenza A=0, in quanto,
affinche le rette (o la retta) per P siano tangenti (o
tangente) all’ellisse, € necessario che l'equazione
risolvente ammetta due soluzioni coincidenti:

A=0 = 36(Bm°+m)" —(1+3m>)108m> +72m) =0




Risolvendo l'equazione di 2° grado rispetto a m,
otteniamo le seguenti soluzioni:

m =0 m,=-1

5. In definitiva, ci sono : vt
due rette tangenti \ y==x+4
all’ellisse condotte dal % . YZZ = |,

punto P. Sostituendo i /‘\
valori di m ottenuti \ 6

nell’equazione del \O / P X
- = §— :

fascio, otteniamo le = =
equazioni delle due
tangenti all’ellisse: [, = y= —2




ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo le equazioni delle rette tangenti all’ellisse di equazione x* + 2)* = 9, condotte dal pun-

to P(— 9;0).

L’equazione della retta generica passante per il
punto P(— 9;0) ey = m(x + 9).

Scriviamo il sistema retta-ellisse per determinare i
valori del coefficiente angolare m:

{ y=mx+9m
x2+2y2=9
Determiniamo I'equazione risolvente:
x%+ 2(mx + 9m)* = 9.
Riduciamo l'equazione risolvente a forma nor-

male:

x?+ 2(m*x* + 18m?*x + 81m?) — 9 =10
(1 + 2m?)x? + 36m?x + 162m?> — 9 = 0.

Imponiamo che A (in questo caso %) sia nullo,

in questo modo la retta intersechera Iellisse in due
punti coincidenti:

(18m?)* — (1 + 2m?)(162m>* —9) =0
324m* — 162m?* — 324m* + 9 + 18m? =0
144m?* — 9 =0
e e

2=—
M= 144 L

1
—_ = =4,

16 ~ "4
Sostituiamo i valori ottenuti in y = mx + 9m.
Ricaviamo cosi le equazioni delle rette tangenti
all’ellisse uscenti da P(— 9; 0):

9

1.9 . _1..9
U 4 2 )5z 4



Scrivere le equazioni delle tangenti comuni all’ellisse di
equazione (x2/100)+(y%/36)=1 e alla circonferenza di
equazione x2+y2=64,

1. Costruire due sistemi di equazioni formati dalla retta
generica y=mx+n € dalle equazioni dell’ellisse e della

circonferenza:
f xz 2 )
+2 =1 X +y° =64
1100 36 <
y=mx+n
y=mx+n ~




2. Applicare il metodo di sostituzione (sostituire la y
della retta nell’equazione dell’ellisse e della

circonferenza):
36x° +100(mx +n)* = 3600 . {(9 +25m*)x” + 50nmx +25(n* =36) =0

y=mx+n y=mx+n

rx2+(mx+n)2=64 (1+m*)x* +2mnx+n° -64=0
1 —
y=mx+n

y=mx+n
3. Imporre la condizione di tangenza A=0:

1° sistema = (25mn)*> =25(9 +25m*>)(n* =36)=0 — 100m° -n’>+36=0

2° sistema = m'n"—=(1+m>)(n°-=64)=0 — 64m° -n"+64=0



4. Mettere a sistema le due condizioni di tangenza:

100m> -n> +36=0
\64m2 —-n°+64=0

<

E’ un sistema nelle incognite m e n. Applicando il
metodo di riduzione (consigliabile), otteniamo:

(64mz N’ +64=0 448 —n2+64=0
< 9
-1 100m* - n*+36=0 448 — C)nz +576 =0
~—36m° // +28=0 —9n2+1024=0
da cui ,
Y 1024 :iiZ_
m = 0 3




S. In conclusione, le rette
tangenti sono:

J7 03

Vy=mX+n=t—Xx+—

3 3




Data l'ellisse x?24+9y?=1, determinare le equazioni delle
rette tangenti, parallele alla retta x+3y=1.

La retta data con le tangenti costituiscono un fascio
improprio di rette di equazione x+3y=k. Di questo fascio
a noi interessano quelle tangenti all’ellisse. Quindi:

x+3y=k x=k-3y
(k-3y)"+9y° =1

0y 1 — k" —6ky+18y* -1=0

All’equazione ottenuta imponiamo la condizione di
tangenza, che ci consentira di trovare 1 valori di k:

A=0 = 9K>-18(k>-1)=0 — k*=2=0 — k=2




Le rette cercate sono:

1.24

r1=>x+3y=\/§




METODO DELLA FORMULA DI SDOPPIAMENTO
Si applica solo se il punto P=(X,;Y,) appartiene all’ellisse

Formula dello sdoppiamento

XX yVy
20 i 20 =1
a b




Trovare la retta tangente t all’ellisse di equazione (x2/9)+(y?%/6)=1
nel suo punto P=(V/3;2).

Applichiamo la formula dello sdoppiamento:

\/§x+2y_
9 6

1

Semplificando, otteniamo '’equazione della retta t:

J3

=——Xx+3
d 3




6. CONDIZIONI PER DETERMINARE L’EQUAZIONE DELL’ELLISSE
Per poter determinare l'equazione dell’ellisse (x%/a?)+(y?/b?)=1
occorre calcolare i due coefficienti a,b presenti in essa.

Pertanto il problema ée: trovare due condizioni tra loro indipendenti
tali da tradurle in due equazioni nelle due incognite a,b.



Ecco alcuni casi:

1. Sono note le lunghezze dei due semiassi; 2. Sono note
le coordinate di un fuoco e un verfice (0 semiasse); 3.
L'ellisse passa per un punfo noto e si conoscono le
coordinate di un fuoco (o vertice); 4. L'ellisse passa per
un punfo noto e si conosce l'eccentricita; 5. L'ellisse
passa per due puntfi noti; 6. E' nota I'eccentricita e si
conoscono le coordinate di un fuoco (o di un vertice); 7.
E' nota l'equazione di una retta tangente all’ellisse
(condizione di tangenza) e sono note le coordinate di un
vertfice (o di un fuoco, o di un punto dell’ellisse); 8. Sono
note le coordinate di due punti dell’ellisse (condizioni di
appartenenza).



ESERCIZI

Determinare |'equazione dell’ellisse con asse maggiore

2a=10 sull’'asse x e fuochi F'=(-4;0) e F=(4,0)

.
3
2
/
[ |
5 4 3 2 0] 1 12 19 4.5 %
F(- 4,0} 1 Fid.0)
lunghezza asse mpggiore 2a = 10

\\ 5

e

Essendo 2a = 10 si ottiene
a=5e quindi a* = 25.

Dalla relazione ¢ = a>— b2,
poiche ¢’ = 16, si ottiene
b* =25-16=09.

Dunque l'equazione
dell'ellisse ¢ :

2 2

2 9



Determinare |I'equazione dell’ellisse con asse maggiore
sull’asse x e avente i vertici nei punti A=(4;0) e B=(0;-2)

Essendo a = 4 si ottiene
a’ = 16.

Essendo b = — 2 si ottiene
b’ =4.

Dunque I'equazione
dell'ellisse &:

2 2
16 4



Determinare |I'equazione dell’ellisse con asse maggiore
sull’asse x e passante per A=(0;2) e B=(3;1).

y A Essendo b = 2, in quanto il
punto A ¢ vertice

dell'ellisse, si ottiene
b* = 4.

Imponendo I'appartenenza
del punto B(3;1) all'ellisse si
ottiene l'equazione

=i
m 4

che risolta fornisce il valore
m=a’=12

2 2

Dunque I'equazione dell'ellisse ¢ i £ 1

2 9



Determinare I'equazione dell’ellisse con asse maggiore
sull’asse y, avente asse minore di lunghezza 2a0=4 e un
fuoco nel punto F=(0;-3).

¥ § Essendo 2a = 4 si ottiene a = 2 e quindi a’=4.
lunghezza asse
X . 2 2 . N
minore j___,_& Dalla relazione ¢ = a" — bz, poiche =9 ’
2a=4 7 | T\
3 si ottiene b> =9 +4 =13,
Py '\&
{ 2 \ Dunque I'equazione dell'ellisse ¢
f \
k 1 tf
| |
! 2 2
E s y
3 2 10 1 21 X —+—=1
1 4 13
t g j
i ;
1 '2 {é:
\ FO.-3)
\ 3 /
\w'x,‘ k4 ’J.
- """‘-m».-""ﬁ'
-4 B




Determinare I'equazione dell’ellisse, nota I'eccentricita e

Il fuoco:
e=¥ F =(0;4)

Poiché il fuoco appartiene all’asse y, il semiasse magg
A i )

c =~ —a=
C

e=—.

b

La conoscenza dell’ordinata del fuoco c¢i permette di porre ¢ = 4.

Determiniamo a e b sostituendo nelle uguaglianze scritte i valori noti

(conoscenza delle coordinate di un fuoco)

16=>0b>— a>

S (conoscenza dell’eccentricita)
=5 b
Risolviamo il sistema in a e b:
be=a-=:16 b —a>=16 20— a*=16 e
——
b

10 —
b=2\/§ = b=2V5

b:

Sostituiamo i valori trovati nell'equazione canonica:

2 o) ) 7
D T : 5, 5
Erares. ol e e =l
i b 4 20

giore ¢ b e valgono le relazioni:



40

) v E simmetrica rispetto agli assi
2- cartesiani

v Vertici: A,=(-2;0); A,=(2;0);

T 0 z B,=(0;-2V5); B,=(0;25)

v E inscritta nel rettangolo che
ha i lati di equazioni:

X=12 y=+25




Determinare I'equazione dell’ellisse con asse maggiore
sul'asse y, avente l'asse minore di lunghezza 2°=6 e
tangente alla circonferenza di equazione x2+y2=16

i Essendo 2a = 6 si ottiene a = 3 ¢
¥ quindi a* = 9.
Mettendo a sistema l'equazione
dell'ellisse
2 2
o2 2
A tangente 9 n

16 con ' equazione della circonferenza

x> +y* =16,

imponendo la condizione di tangenza
A =0 si ottiene il valore di n:

n=b"=186.

Dunque l'equazione dell'ellisse ¢
TR A
9 16




Determinare |'equazione dell’ellisse avente 1 fuochi
F=(£3;0) e passante per il punto P=(0;4).

v Essendo la distanza focale
c=3, ricaviomo che c?=9,

v Il punto P rappresenta |l
vertice dell’ellisse sull’asse
delle y, per cui b=4 e

quindi b?=16.

v Dalla relazione b?=qg?-c?
ricaviomo a?:
a’=p?+c?=25

X y 1

> L'equazione dell’ellisse cercata e: + =
25 16




ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo I’equazione dell’ellisse passante per i punti P(1;2) e Q(— g; %\/5 )

2 2
Consideriamo I'equazione x_ + ZZ = 1 e imponiamo il passaggio per P e Q.
Sostituendo le coordinate d1 P e Q, otteniamo il sistema:
j 1 4
b
<
3 9
+—=> =1
a0 h
Per risolverlo piu facilmente, conviene porre ;L =te —b% = .
Si ha:
= !
S {t:1—4v {t=1—4v {t=1—4v =t
E N 3(1—4v)+ 18v =4 3—12v+18v =4 6v=1 el
4 2 V= 6

Tenendo conto delle posizioni effettuate, otteniamo:
1 1 1 1

2 3°p "6

L’equazione dell’ellisse & T T+ % = 1.



7. ELLISSE E LE TRASFORMAZIONI GEOMETRICHE

Ci servono alcuni elementi sulle trasformazioni
geometriche

DEFINIZIONE

Una trasformazione geometrica nel piano
€ una corrispondenza biunivoca che associa
a ogni punto del piano uno e un solo punto

del piano stesso.

ESEMPIO
X'=x-2y+6 X'=2-2-1+6 =0
—> —>
y=-XLy—1 y=-—2+1-1 2

| |

P(2;1) P’ (6; -2)



Le isometrie sono tutte le
trasformazioni (movimenti,
spostamenti) che mantengono
inalterate le figure, piu
precisamente che mantengono
iInalterate l|le caratteristiche
misurabili (la lunghezza dei lafti,
'ampiezza degli angoli).

Una traslazione € una isometria di equazioni: {

o
B e
_________________________________________________ "
v U ]
e c
X'=X+a
y'=y+b

Le equazioni permettono di trovare le coordinate di un
punto P’ (x";y') note quelle del punto P(x;y).



ESEMPIO
Ogni punto viene fraslato
aumentando di 1 unita la sua ascissa
Y'=y+3  edi3unitdlasua ordinata.

YT
X=X+
<

yA
8-.
7..
61 -
| segmenti orientati AA’, o Y VU A S 1
, Jommmmmeee * : :
BB', CC' sono tufti g__ | ‘
equipollenti e si chiamano y 3 N <
: A ]
veftori. Tt |
---------- NS S S S S W— >
O 123 4567 89 X



> Ellisse traslata

Se trasformiamo un’ellisse con una trasformazione di vettore v, la
curva ottenuta e ancora un’ellisse.

yA

Infatti, indicando con P’ |l
corrispondente di un
punto P dell’ellisse e con
F, e F',icorrispondenti dei
fuochi F, e F, dell'ellisse,
vale ancora:

P'F'+PF =2a




L'ellisse trasformata non ha piu il centro corrispondente
con l'origine degli assi cartesiani, e la sua equazione
assume una forma diversa.

Una traslazione lascia invariate
le distanze:

PF, =PF PF, =PF,




Ricaviamo I'equazione dell’ellisse traslata.

Applichiomo alla generica ellisse, con centro di
simmetria nell’origine degli assi cartesiani, la fraslazione di

vettore v(p;q):

X'=x+p X=x-p
. —

YV =y+q Y=y -q

Sostituilamo queste trasformazioni nell’equazione
dell’ellisse:

2 2
X

/ 2 / 2
2 >;=1_§(x f)+Cy2m 1
a b a b




Eliminando gli apici, otteniomo |I'equazione cercata:

2 2
(x_zl?) +(y_ZQ) =1
a b

L'equazione puo essere scritffa anche in altro modo.
Svolgendo i calcoli si ottiene:

2 2
ax +by +c'x+dy+e =0

Dove:

a=b> b=a c=-2bp
dr _ _2a2q el _ b2p2 + a2q2 _ a2b2




1 Coordinate del centro dell’ ellisse traslata:

_ C, __d, , C, d’
" a0 T O_(_Za”_Zb’)

L Assi di simmetria:

x ~ C, y - dl
2a' 2b'
d Vertici ellisse:
a'x? + by’ +c'x+dy+e =0 a'x? + by’ +c'x+dy+e =0
% c' % d
X =— —
2a’ \y 2b'




ESERCIZI

Rappresentare I'ellisse di equazione x2+4y2-6x-8y-3=0.

Coordinate del centro
di simmetria O’

O’=(— ¢ :

o d )_(_ -6 -8
2b' 2.1 2-4

=(3;1
24’ ) G

/

Assi di simmetria:  |y=—_% -3 y=_d —1

2a’ 2b'
Vertici ellisse:
(x+4y’ - 6x-8y-3=0 ——1 (x,=7
oAy =oa=8y=3=0 __[x="l J%=T 4 i A =7
y=1 ) = >, =1
(32 +4y*—6x-8y-3=0 (v =-1 [y,=3
<x +4ay X y . <yl V<y2 s Bl=(39_1) B2=(3,3)
|x=3 x, =3 X, =







ESERCIZIO GUIDA

9 2
Data Dellisse di equazione xT 7 yT = 1, determiniamo ’equazione dell’ellisse corrispondente nella

traslazione di vettore v(3; — 4) e rappresentiamo le due ellissi.

Nell’ellisse data valea = 2 e b = 3 e dunque i vertici sono A;(—2; 0), A,(2;0), B1(0; —3) e B,(0; 3).
Scriviamo le equazioni della traslazione di vettore v(3; — 4):
{x' =x+3
==
Ricaviamo la x e la y:
x=x —3
y=y +4
Sostituiamo nell’equazione T =
(/=320 Ny d)E s
7 - 9 = 1.
Eliminando gli apici, otteniamo I'equazione dell’ellisse cercata:
(x —3)2 i (y + 4)*

1 9 = 1.
Sviluppando i calcoli otteniamo 'equazione:

% = 1 alla x e alla y le espressioni trovate:

9i(xs =65 F9)+4(y -+ 8y L 16) g
36 - 36

— 9x%+ 4y*> — 54x + 32y + 109 = 0.



Il centro O’ dell’ellisse traslata corrisponde nel-
la traslazione al centro O (0; 0) dell’ellisse data;
per trovare O’ sostituiamo, nelle equazioni del-
la traslazione, le coordinatedi Oaxe y:

xX=0+3 X
y=0—4 |y =—4
Il centro dell’ellisse traslata ¢ O'(3; —4).

Gli assi di simmetria dell’ellisse traslata sono le
rette per O’ parallele agli assi cartesiani:

xX=3 e y=—4.

I vertici dell’ellisse traslata sono i corrispondenti
dei vertici dell’ellisse data.

LD\

-2 O 2|\y _B3; -1)
v

2)3.0'3" -4) JAAS; -4)

B'«(3; -7)

Sostituendo nelle equazioni della traslazione alla x e alla y le coordinate dei vertici otteniamo:

Al —4), A (5 =4y, Bi(3;—7),B.(3; —1).

Y



ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo le caratteristiche dell’ellisse di equazione 9x> + 25y — 54x — 100y — 44 = 0 e traccia-
mone poi il grafico.

1. Metodo del completamento del quadrato
Cerchiamo di scrivere 'equazione data nella forma:
(x—p)° ! b—q*
a’ b

Riscriviamo I'equazione data raggruppando i termini con x e quelli con y:

1

9x% — 54x + 25y°> — 100y — 44 =0
9(x* — 6x) + 25(y* — 4y) — 44 = 0.

Per avere il quadrato di un binomio all'interno di ogni parentesi, occorre aggiungere il termine noto.
Aggiungiamo a entrambi i membri i termini mancanti:

9(x2 — 6x + 9) + 25(y2 — 4y + 4) — 44 = 81 + 100
9(x — 3)* + 25(y — 2)% = 225.

Dividendo entrambi i membri per 225 si ha:

(x=3)* | (r—2)% _

25 9 &

Il centro di simmetria ¢ (3; 2), i semiassi misu-
rano 5 e 3.



2. Considerata 'equazione generica
ax*+ by*+ c’x+d'y + e = 0, per lellisse da-
ta abbiamo:
a=9,b=25c=—54,d =—100, ¢ =—44.

Troviamo le coordinate del centro di simmetria O’ dell’ellisse:

X0 = — C, =—_—54=3 ) = — d’ =—_100=2
0 2d gl O 20’ 2:25 “
Pertanto ¢ O’(3; 2).

Gli assi di simmetria sono percio:
X =3, y = 2.

Calcoliamo le coordinate dei vertici intersecando gli assi di simmetria con ellisse:
Fﬁ+2@#—um—mw—4y=oa{&=—2V{&=8
y=2 y=2 y=2

Due vertici sono i punti A;(—2;2) e A,(8;2).
Fﬁ+2@ﬂ—ux—mm~44=o_*Pq=—1v{ﬁ=5

x=3 x=3 x=3
Gli altri due vertici sono i punti B;(3; —1) e B,(3;5).

Essendoa =5e b = 3:

c=Va*—b*=4.
Quindi i fuochi sono i punti F;(—1; 2) e F5(7; 2).



Y} 9x2 + 25y2 - 54x - 100y - 44 = 0




> Ellisse come dilatazione della circonferenza

Una dilatazione € una trasformazione geometrica
non isometrica tale che al punto P=(x;y) gli associa
il punto P'=(x";y’) attraverso le equazioni:

) x'=mx con (m,n) € R"
y =ny

La dilatazione e le funzioni
Data la funzione y = f(x), I'equazione della sua immagine f’ nella dilatazione si ottiene ricavan-
do x e y dalle equazioni della trasformazione e sostituendo in y = f(x). Si ha:

y=l)



Casi particolari
1. Dilatazione o contrazione orizzontale

Sen=1,sihay =f(%)

A 2\ N

y=-x% + 2x
Caso m > 1: dilatazione orizzontale

y=- (2>;)2 + 2(2x)

Caso m < 1: contrazione orizzontale



2. Dilatazione o contrazione verticale

Sem = 1,siha y = n f(x).

) - s y =2 (-=x2 + 2x)

X

'.'-._y=—x2+2x

Caso n > 1: dilatazione verticale

>

Caso n < 1: contrazione verticale



Date queste premesse sulla dilatazione, sostituiomo nella
circonferenza x?+y2=1 le equazioni della dilatazione:

a x,
/ X=—
X =ax a
—>
r_ b !
b
Eliminando gli apici, otteniamo:
2 2
2+y2=1
b

L'equazione generica dell’ellisse e I'immagine della
circonferenza nella dilatazione.




ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo i parametri a, b € R* della dilatazione di equazioni

{x' = ax
y = by

affinché la circonferenza con centro nell’origine e raggio 1 sia trasformata nell’ellisse di equazione:

4x* + 9y* = 1.

Ricaviamo la x e la y dalle equazioni della dilata-
zione:

=

X =

y:

w‘%\ Q

L’equazione della circonferenza & x>+ y* = 1.
Sostituiamo in tale equazione alla x e alla y le
espressioni trovate:

xrz (L')Z_ x/2 y_’Z_
(Z) +(&) =1-Z+ 2 =1

Affinché I'equazione trovata sia I'equazione del-
Iellisse deve valere:

1 s 1 1

= — =+

A e =g

1 , 1 1

_ = = e

e

Poiché si richiede che a e b siano positivi, i valori

- BT
cercati sono a = —- e b= 3



ESERCIZIO GUIDA

Dopo averne determinato il dominio, rappresentiamo graficamente la funzione:

y=2Viax —x* t 1.

Per determinare il dominio poniamo il radicando maggiore o uguale a 0, ossia:

4x — x220 - 0 x <4.

Il dominio della funzione & dunque 'insieme D = {xeR|0< x<4}.
Tracciamo nel piano cartesiano la retta x = 4 ed eliminiamo tutti i punti

che hanno ascissa minore di 0 o maggiore di 4 (figura a).

Per rappresentare la funzione isoliamo la radice, ossia:

— 1l
y—1=2Vix —x* - yT=\/4x—x2.

Questa equazione ¢ equivalente al sistema:

l%izo =
9 —_ _12 —
(y_1)2=4x—x2 %+(x2—4x+4—4)=0
4
y= 1 y=1
G N S N =)
1 + (x—2)‘=14 T + 1 =1

Nella seconda equazione abbiamo aggiunto +4 (e quindi anche
—4) per ottenere un quadrato di binomio. L’equazione finale

Y




ottenuta e cosi quella di un’ellisse traslata, ricavata traslando Iel-

2 2
; ) X _
lisse 57 - T

Tracciamo nel piano cartesiano la retta y = 1 ed eliminiamo tutti i
punti che hanno ordinata minore di 1 (figura b).

g1 i (x — 2)2

16 4

di centro C(2; 1), asse maggiore di equazione x =2,con b =4, e
asse minore di equazione y = 1, con a = 2. Tracciamo ora il ramo
di ellisse contenuto nella parte di piano che non abbiamo oscurato
(figura c), ottenendo cosi il grafico cercato.

1 del vettore v(2;1).

L’equazione =1 ¢é l'equazione di un’ellisse

A
y=2V4x - x2 + 1




