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“Il concetto di probabilita € il piu importante
della scienza moderna, perché nessuno ha la
piu pallida idea del suo significato”
(Bertrand Russell)

E' piu probabile tfrovare vita superiore nello
spazio o vita intelligente sulla Terra<e
(miq)

Possiamo definire il calcolo delle probabilita
come la feoria matematica dell’incertezza.



GLI EVENTI

DEFINIZIONE

Un evento & un avvenimento, descritfo da una
proposizione, che puo verificarsi oppure non verificarsi.

La proposizione: “Lancio un dado ed esce 9.
E' un evento impossibile: non puo mai verificarsi.

La proposizione: “Dopo lunedi viene martedi”.
E' un evento certo: si verifica con certezza.
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La proposizione: “Se lancio un dado esce sei¢”.
E' un evento aleatorio: il verificarsi dipende dal caso,
0ssia puo accadere ma senza certezza.




Gli eventi aleatori possono essere considerati come
possibili risultati di un esperimento dall’esito casuale,
chiomato esperimento aleatorio. Ogni singolo risultato
possibile si chiama evento elementare o campione.
L'insieme di tutti gli eventi elementari si chioma universo
degli eventi o spazio campionario.

Nel lancio di un dado, | seguenti eventi sono
elementari:

E,=esce 1 E,=esce?2... E;=esce 6
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L'insieme universo degli eventi e: U={1,2,3,4,5,6}

L'evento: E="nel lancio di un dado esce un humero
minore di 3", € I'insieme costituito dagli eventi E, e E..
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LA CONCEZIONE CLASSICA DELLA PROBABILITA'

Nel lancio di un dado consideriamo il seguente evento
aleatorio:
E = "esce un numero dispari”

L'insieme universo U={1,2,3,4,5,6} rappresenta l'insieme dei
casi possibili, mentre il sottoinsieme E={1,3,5} rappresenta
I'insieme dei casi favorevoli.

Supponendo che ftutti i casi siano equiprobabili, la
probabilitd che si verifichi I'evento E € pari a:

numero casi favorevoli 3

1
p(E)= —————=—==
numero casi possibili 6 2




DEFINIZIONE

La probabilitd di un evento E € il rapporto fra |l
numero del casi favorevoli f e quello deil casi
possibili u, guando sono futti equiprobabili.

numero dei
probabilita di E /casi favorevoli

NN

p(E) = rTy

\numero dei

casi possibili




NP LS o
Poiche f<u, la .prc?bobnﬁro di un 0= p(E)<I
evento aleatorio e sempre:

Per un evento impossibile =0, p(E)=0
per cui:

Per un evento certo f=u, per p(E)=1
CUI:

Dato un evento E, il suo evento contrario E & I'evento che
si verifica se e solo se non si verifica E, ossia:

p<E>=“;f=1—§=1—p<E>

p(E)=1-p(E) = p(E)+p(E)=1




Dafo un mazzo di 52 carte, calcolare la probabilita
che si verifichino i seguenti eventi:
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E,= "estrazione di una figura rossa”
E,= "estrazione di una carta di picche”

Per entrambi gli eventi i casi possibili sono u=52, cioe |l
numero del mazzo di carte.

Per E, i casi favorevoli sono f=6, cioe il numero delle figure
rosse, mentre per E, i casi favorevoli sono =13, cioe |l
numero delle carte di picche.

Pertanto, la probabilita che si verifichi E, ed E, e:

P(E1)=£so,12=12% P(E2)=£=O,25=25%

52 52




ESERCIZIO GUIDA

Un’urna contiene dieci palline numerate da 1 a 10. Calcoliamo la probabilita che, estraendo una
pallina:

a) essa abbia il numero 5;

b) essa abbia un numero divisibile per 4;

¢) essa non abbia un numero divisibile per 4.

Poiché I'urna contiene 10 palline e ne viene estratta una sola, il numero dei casi possibili e 10.

a) Nell'urna vi ¢ una sola pallina con il numero 5. La probabilita e: p = %

b) Nell'urna vi sono due numeri divisibili per 4: {4, 8}. La probabilita e: p = % = %
1 4

c) L’evento ¢ quello contrario del punto precedente: p = 1 — =5




esempio

Un'urna contiene dieci palline numerate da 1 a 10.
Calcoliamo la probabilitd che: a) estraendo
consecutivamente 2 palline, rimettendo ogni volta la
pallina estratta nell’urna, si abbiano due numeri primi; b)
estraendo consecutivamente 3 palline, non rimettendo
ogni volta la pallina estratta nell’'urna, si abbiano due
numeri primi € un numero non primo; c) estraendo
contemporaneamente 3 palline, esse siano 2 palline con
un numero inferiore a 5 e una con un numero maggiore
O uguale a .




soluzione

a) I casi possibili sono tutti i modi in cui possono presentarsi due dei dieci numeri, anche ripetuti in
quanto dopo ogni estrazione la pallina viene rimessa nell’'urna e quindi puo essere estratta di nuovo.
Pertanto si ha: D}y, = 10? = 100.

I casi favorevoli sono tutti i modi in cui possono presentarsi, anche con ripetizione, due dei quattro

numeri primi {2, 3, 5, 7}. Pertanto Dj, = 4% = 16.

16 _ 4

100 ~ 25°

b) I casi possibili sono tutti i modi in cui possono presentarsi tre dei dieci numeri, ma ogni numero puo
presentarsi una sola volta in quanto non viene rimesso nell’'urna. Pertanto D3 = 10-9-8 = 720.
I casi favorevoli sono tutti i gruppi formati da due numeri primi e un numero non primo e occorre tene-
re conto di tutti i possibili modi in cui si possono presentare. Percido Dy, Dg ;- PP =(4-3)-6-3=216.

La probabilita é: p =

La probabilita e: p = %8_ = ~1§0—

¢) I casi possibili sono tutti i modi in cui si possono estrarre tre palline, e, essendo I'estrazione contem-
poranea, non ha alcuna rilevanza I'ordine dell’estrazione.

10-9-5
3!

I casi favorevoli sono tutti i gruppi formati da due delle quattro palline aventi un numero inferiore a 5
e da una con un valore maggiore.

4
Pertanto (2> 6 = 43 6 = 36.

10
Pertanto 3 = = 120.1

21

La probabilita e: p = 1‘160 = % :




esempio
Lanciamo contemporaneamente tre monete. Consideriamo l'evento:
E = «le facce presentano una testa (1) e due croci (C)».

I casi possibili sono tutti i modi in cui T e C possono presentarsi:

It TTG TCE €TT TCC €16 CCT CCE,
cioé¢ D;; =2° =8,

[ casi favorevoli sono TCC CTC CCT, cioé tutti i possibili modi in cui si posso-
no presentare una testa e due croci. Per calcolarli utilizziamo le permutazioni

di3 elementi, dicui2r ipetuti: Le disposizioni con ripe-
tizione si calcolano con la
P(z) e 3 formula
221 Diyi = n*
e le permutazioni con ripe-
3 tizione si calcolano con la
La probabilita e p(E) = i formula:

P(r,s,...) — n!

n

ris!...’




esempio

Da un’urna contenente 4 palline bianche e 6 nere estraiamo consecutiva-
mente cinque palline, senza rimettere ogni volta la pallina estratta nell'ur-
na. Consideriamo I'evento:

E, = «escono consecutivamente, nell’ordine, 2 bianche e 3 nere».

Dobbiamo supporre di distinguere per I'ordine di uscita ogni possibile rag-
gruppamento, anche se identico ad altri per composizione.
I casi possibili si possono quindi calcolare con le disposizioni semplici:

Dyps =10-9-8-7-6 =30240. [D, =n-(n-1):(n=-2)-...-(n-k+1) con (n,k)EN

I casi favorevoli sono tutti i gruppi formati da 2 palline bianche delle quat-
tro contenute nell’'urna e dai gruppi formati da 3 palline nere delle sei con-
tenute nell'urna:

D4,2’D6,3 — (43)(65 4) — ].440

Dy>-Dss 1440 1

Dys 30240  21°

Si ha che p(E)) =



Consideriamo ora ’evento:

E, = «escono 2 bianche e 3 nere».

Questa volta non interessa lordine.

Indicando con b una
pallina bianca e con n una
nera, l'evento é verificato

sione &

b, b, n, n, n,

non solo quando la succes-

ma anche quando é:
b, n, b, n, n

n, b, b, n, m

n, n, n, b, b.

I casi favorevoli sono quindi quelli precedenti moltiplicati per le permuta-

zioni di 5 elementi, di cui 2 e 3 ripetuti:

5!

(D4,2 ’ D6,3) ) P§2’3) = 1440 - 2|_3'
_ 14400 _ 10

Pertanto p(E,) = 30240 — 21"

= 14 400.

Le combinazioni sem-
plici si calcolano con la
formula:

Cn,k =

Dn,k . Dn,k
P. k-

Osserviamo che la probabilita puo essere scritta anche nel seguente modo:

Dy,

21




Confrontando i risultati ottenuti per E, ed E,, possiamo quindi concludere
che nelle estrazioni consecutive senza reinserimento si utilizzano le dispo-
sizioni semplici se ¢ essenziale I'ordine di uscita, le combinazioni semplici
se I'ordine non interessa.



esempio

Estraiamo contemporaneamente 4 palline da un’urna che ne contiene 7, di
cui 2 bianche e 5 rosse. Consideriamo gli eventi:

E, = «estrazione di 4 palline rosse»;
E, = «estrazione di 1 pallina bianca e 3 rosse».

Poiché le palline sono estratte contemporaneamente, anche in questo caso
non interessa 'ordine e utilizziamo le combinazioni.

I casi possibili sono tutti i raggruppamenti di 4 palline che si possono effet-
tuare con le 7 palline dell’urna, cioe le combinazioni di 7 elementi di classe 4:

{7\ _7-6-5-4 _




Possiamo applicare la
proprieta dei coefficienti
binomiali:

<Z> N (nik>'

|

I casi favorevoli per E; sono tutti i raggruppamenti di 4 palline rosse:

_<5 . 5)_ 5 5 1
Csq = et 5. Quindi p(E)) = 35 = 7

I casi favorevoli per E, sono tutti i raggruppamenti formati da 1 pallina
bianca e 3 delle palline rosse prese fra le 5 dell'urna:

5 . 5:4-3 _ _ L 20 _ 4
2-(3)—2- 3l = 5-4 = 20. Quindi p(E,) = TR




LA CONCEZIONE STATISTICA DELLA PROBABILITA'

Problema: un’urna, che non possiamo aprire, contiene
palline colorate, ma non sappiamo né il loro colore, né
quante sono.

Soluzione: estrarre a sorte un gran numero di volte delle
palline, rimettendo ogni volta la pallina estratta nell’urna,
IN modo che ogni estrazione sia effettuata nelle stesse
condizioni.

colore numero palline frequenza relativa
o rosso 5 5/80
o giallo 18 18/80
.g nero 22 22/80
o verde 35 35/80
totale 80 ]




DEFINIZIONE

La frequenza relativa f(E) di un evento
soffoposto a n esperimenti, effettuati tutti nelle
stesse condizioni, € il rapporto fra il numero m
delle volte che si € verificato e il numero n
delle prove effettuate.

frequenza numero di prove
relativa di E che verificano E
f(E)==
n —__
numero di prove
effettuate




osservazioni

O=< f(E)=1

f=0 non significa che I'evento € impossibile, ma soltanto
che non si € mai verificato.

f=1 non significa evento certo, ma soltanto che in quella
serie di esperimenti e stato sempre osservato.

Se si ripete I'esperimento, si otterranno valori diversi, cosi
come colori che prima non sono usciti.

Se il numero delle prove n e elevato, il valore dello
frequenza tende a un numero costante (ossia lanciando
numerose volte una moneta, la frequenza che esca testa
o croce tende al valore della probabilita classica 2 ).




In generale, vale la seguente proprieta:

PROPRIETA’: legge empirica del caso

Dato un evento E, soffoposto a n prove futte
nelle stesse condizioni, il valore della frequenza
f(E) tende al valore della probabilitad p(E),
all’aumentare del numero n di prove effettuate:

lim f(E) = p(E)

X—>00

DEFINIZIONE

La probabilitad di un evento E e la frequenza
relativa del suo verificarsi guando il numero di
porove effettuate e “sufficientemente alto”.




> Nell'impostazione classica il valore della probabilita p(E)
di un evento € calcolato a priori, ossia prima che
I'esperimento avvenga.

» Nell'impostazione statistica il valore della frequenza f(E)
di un evento e calcolato a posteriori, ossia dopo ripetuti
esperimenti.

Ci sono molti casi per i quali € impossibile calcolare p(E)
(impostazione classica), per cui dobbiamo ricorrere Al
calcolo di f(E) (impostazione stafistica).

Esempio: probabilita di incidenti automobilistici; probabilita
di furti; probabilitd che un farmaco sia efficace;
probabilita di trovare un posto di lavoro; ecc.




Per tutti questi eventi il calcolo va fondato su quanto e
avvenuto In passato e cercare le relative frequenze che
costituiranno la probabilita degli eventi.

Si vuole sperimentare un nNnuovo VvaAcCcCino
anfinfluenzale. Si soffopongono volontariamente al
vaccino 10000 persone e, di queste, nell'inverso
successivo, 6750 non contraggono l'influenza. Qual e
la probabilitd di non contrarre il virus con questo tipo
di vaccino?
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Applichiomo la definizione di probabilita statistica:
£=239 _¢ 675
10000

La probabilita di non ammalarsi € del 67,5%




LA CONCEZIONE SOGGETTIVA DELLA PROBABILITA'

Problema: una persona sta valutando se partecipare o
non partecipare a un gioco d'azzardo nel quale si vince
se, lanciando contemporaneamente due dadi, escono

due numeri pari.

La probabilita di vincita secondo 9
p(E)=—=0,25=25%

I'impostazione classica ée: 36

Poiché ha osservato che su 21
lanci | due humeri pari Sono Usciti f(E)=l=o,333=33,3%
21

/ volte, allora la probabilita
statistica e:



Allora il giocatore decide di fare la seguente proposta al
banco: giocare una posta di 10 euro per ricevere, in CAso
di vincita, 34 euro.

La valutazione che ha fatto e del tutto personale, ed ha
determinato il valore della probabilitd secondo una
valutazione soggettiva:

D(E) = ;—3 = 0,294 = 29,4%




La probabilita soggettiva ha tenuto conto, anche se non
IN Mmaniera esplicita, sia dell'impostazione classica sia di
qguella statica, essendo il suo valore compreso tra le due:

25% < 29,4% < 33,3%

I modo di procedere soggettivo e 'unico utilizzabile per
quegli eventi per i quali non e possibile calcolare
teoricamente il numero dei casi favorevoli e possibili € non
si puo softoporre I'evento a prove sperimentali ripetute

nelle stesse condizioni.

Esempio: stimare la probabilita di vittoria di una squadra di
calcio in un torneo.




DEFINIZIONE

La probabilita soggettiva di un evento & la misura del
grado di fiducia che una persona attribuisce al verificarsi
dell’evento, secondo la sua opinione. Il valore si oftiene
effetfuando il rapporto fra la somma P che si € disposti a
pagare, in una scommessa, € la somma V che si riceverd
nel caso I'evento si verifichi:

probabilita prezzo da
soggettiva di E pagare
p(E) = V
T somma ricevuta al
verificarsi di E

Condizione di coerenza: la persona che accetta di pagare
P per avere V deve anche essere disposta a ricevere P per
pagare V nel caso l'evento si verifichi.




A una corsa di cavalli una persona e disposta a
pagare 90 euro perricevere 120 euro in caso di vittoria
di un determinato cavallo.
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La valutazione che ha fatto e del tutto personale, ed ha
determinato il valore della probabilitad secondo una
valutazione soggetiiva:

Per la condizione di coerenza, deve essere disposto,
scambiando i ruoli, a ricevere 90 euro e pagare 120 in
caso di vittoria del cavallo. Si dice anche che la vittoria
del cavallo € pagata 4 a 3.




IMPOSTAZIONE ASSIOMATICA DELLA PROBABILITA'

L'impostazione assiomatica della probabilita sistema in
mModo rigoroso le conoscenze che si sono sviluppate nel
tempo.

Come<¢ Parfiamo da un esempio.

Lanciamo consecutivamente una moneta due volte. |
possibili esitt dell’esperimento costifuiscono un insieme
chiaomato spazio dei campioni:

U={TT,CC,TC,CT}

Consideriomo | seguenti eventi e le proposizioni che i
esprimono:



E,=croce esce una volta
E,=croce esce due volte

L'evento E, e verificato dagli elementi dell’insieme:

M={CT,TC}

L'evento E, e verificato dagli elementi dell’insieme:

N={CC}

Possiamo quindi associare a ogni evento un sottoinsieme
di U. Allora, I'insieme di tutti i possibili eventi che si possono
associare all’esperimento € l'insieme delle parti di U,
chiamato spazio degli eventi, formato da 16 elementi:

P(U)={{TT} {CCHTCHCTHTT,CCKIT,TC}.....}}




In generale, nell'impostazione assiomatica:

> Tuttl 1| possibili risultati (campioni) di un esperimento
aleatorio sono gli elementi di un insieme U chiamato
spazio dei campioni.

> Un evento E si identifica con un sottoinsieme di U ed €
verificato quando |'esito dell’esperimento coincide con
uno dei suoi elementi.

> L'evento impossibile € I'insieme vuoto ¢.

» L'evento certo coincide con l'insieme U.

> Un evento elementare € un sotoinsieme di U costituito
da un solo campione.




> Lo spazio degli eventi € I'insieme di tutti i possibili eventi
e coincide con P(U) I'insieme delle parti di U.

Con guesta impostazione assiomatica, Y
gli eventi si considerano come insiemi, .
per cui su di essi si possono fare le usuali

. . . . . . even{
operazioni fra insiemi, alle quali
cormspondono operazioni logiche trale  { ., g;
proposizioni che descrivono gli eventi. Rl

All'evento: E,vE,="croce esce una o due

volte” (disgiunzione delle due proposizioni), e

associata ['unione: MUN={CC,CT,TC} dei due

softoinsiemi corrispondenti. Indichiamo ['evento con:
E,UE,
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Consideriamo l'evento: E;="testa esce la prima volta”

al quale corrisponde il sotftoinsieme P={1T,TC}.

All'evento E,AE;="croce esce una volta e testa esce

la prima volta” , congiunzione delle due proposizioni,

viene associata l'intersezione MNP={TC} dei due

sottoinsiemi corrispondenti. Indichiamo |I'evento con:
E,NE,

oidwasd

In generale, possiamo dare le seguenti definizioni:

> Dato un evento E, I'evento complementare E di E
rispetto a U e detfto evento contrario di E. Tale evento si
verifica se e solo se non si verifica E.




» Dati due eventi E, ed E,, entrambi softoinsiemi di U,
I'evento E,UE, € detto evento unione o somma logica di
E, ed E,. Esso si verifica al verificarsi di almeno uno dedgli
eventi dati.

» Dafi due eventi E;, ed E,, entframbi sottoinsiemi di U,
I'evento E;NE, € detto evento intersezione o prodotto
logico di E, ed E,. Esso si verifica al verificarsi di entframbi
gli eventi dati.

Avendo fissato tutti questi elementi, possiamo dare Ia
seguente definizione assiomatica di probabilita:




DEFINIZIONE

La probabilita € una funzione p che associa a
ogni evento E dello spazio degli eventi un
numero reale, in modo da soddisfare |
seguenti assiomi:

1. p(E)=0

2. p(U)=1

3. Se due eventi E;, ed E, sono fali che

E, NE,=, allora: p(E,UE,)=p(E;)+p(E,)

E,

E,NE,=0




Dalla definizione assiomatica si deducono le seguenti
proprietd

a) p(D)=0

b) 0= p(E)=1

C) p(E)=1—p(E) con E=U-E

d) se E, C E, allora p(E,-E,)=p(E,)- p(E,)

e)se ENE, =0 e E,CE, allora p(E,-E,)=p(E,)-p(E,NE,)

L'impostazione assiomatica consente di calcolare la
probabilitd di un evento utilizzando le operazioni tra
insiemi.

)| & KA @

A'B AUB

P
d
o
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L'insieme U e costituito da tre eventi elementari A,B,C i
quali hanno le seguenti probabilita:

p(A)=3/8 p(B)=2/5 p(C)=9/40
Tali valori soddisfano gli assiomi della probabilita:

AUBUC=U e AnB=ANC=BnC=¢
o(A)+p(B)+p(C)=3/8+2/5+9/40=1=p(U)

U

N
i A B C

AUBuUC=U




ESERCIZIO GUIDA

Un’urna contiene 5 palline numerate da 1 a 5.

a) Determiniamo la funzione di probabilita degli eventi elementari, sapendo che la probabilita di
estrazione di ogni pallina é proporzionale al numero riportato.

b) Calcoliamo la probabilita dell’evento A = «estrarre una pallina con un numero primo».

¢) Calcoliamo la probabilita dell’evento B = «estrarre un multiplo di 2».

d) Calcoliamo la probabilita dell’evento A — B = «estrarre un numero primo diverso da 2».

a) Indicando con x la probabilita di estrazione della pallina con il numero 1 avremo:

x+2x+3x+4x+5x =1, dacui x=i.

15
it L _2 _3 _4 _5
Quindi p(1) = 75> p) =z, PB) =55, P@ =1z PG =75
2 .3 ,5 _10_2
IS T g e .
A-B
2 . 4_ 6 _2
S =SS A :
d) EssendoAﬂB={2},equindip(AﬂB)=%, @ @
abbiamo:
_ R)— _ _10 2 _ 8 ©




LA PROBABILITA" DELLA SOMMA LOGICA DI EVENTI

Consideriamo 12 dischetti numeratida 1 a 12 e gli eventi:

E,=esce un numero pari
E,=esce un numero maggiore di 7

Osserviomo che gli eventi E; ed E, possono verificarsi
contemporaneamente: estrazione dischetto 10 (humero
pari e maggiore di 7). Gli eventi E, ed E, sono compatibili.

Consideriaomo gli eventi:

E;=esce un multiplo di 5
E,=esce un mulfiplo di 3

| due eventi non possono verificarsi
contemporaneamente: £, ed E, sono incompatibili.



In generale:

Due eventi E, ed E,, relafivi allo stesso spazio di campioni,
si dicono incompatibili se il verificarsi di uno esclude |l
verificarsi confemporaneo dell’altro: E; NE,=¢. In caso

contrario si dicono compatibili.

Eventi compatibili Eventi incompatibili




teorema

La probabilita della somma logica di due eventi
E. ed E, € uguale alla somma delle loro

probabilita diminuita della probabilita del loro
evento infersezione:

p(E,UE,) = p(E)+ p(E,)- p(E,NE,)
p(E,UE,)=p(E))+ p(E,) = eventi incompatibili

eventi compatibili

()

p(E,NE,)=0 eventi incompatibili




Nel caso di fre eventi, Il teorema diventa:

PAUBUC)=
=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-
-P(ANC)-PBNC)+P(AnBNC)

A

B
%‘AmBmC
=5 =Bt




Analogamente, si puo generalizzare il teorema precedente al caso di n eventi; esso
si riduce al seguente teorema quando gli eventi sono tutti incompatibili.

TEOREMA
Teorema della probabilita totale

Dati n eventi a due a due incompatibili E,, E,, ..., E,, la probabilita della
loro unione ¢ uguale alla somma delle loro singole probabilita:



ESERCIZIO GUIDA

In un sacchetto ci sono 16 gettoni: 7 di forma quadrata (3 rossi e 4 verdi) e 9 di forma circolare (4 rossi
e 5 verdi). Qual e la probabilita di estrarre a caso un gettone rosso oppure tondo?

Gli eventi E; = «estrazione di un gettone rosso» ed E, = «estrazione di un gettone tondo» sono compa-
tibili; infatti, un gettone pud essere contemporaneamente rosso e tondo. Calcoliamo p(E;) e p(E,),
tenendo presente che i casi possibili sono 16:

p(E) = %; p(Ey) = %

Inoltre, per calcolare p(E; N E,), teniamo presente che i casi favorevoli sono i gettoni rossi e tondi:
2

16 -

La probabilita che si estragga un gettone rosso oppure tondo é:

PEUE) = p(E) +p(E) - p(BEINE) =L+ 2 - ===,

p(EiNE,) =




ESEMPIO
Un’urna contiene 15 palline numerate da 1 a 15. Calcoliamo la probabilita
che, estraendo una pallina, essa rechi:

a) un numero dispari o maggiore di 10;
b) un numero minore di 6 o maggiore di 10;
c) un numero minore di 6 o dispari o maggiore di 10.

Gli eventi sono:

E, = «esce un numero dispari»;

-
I

«esce un numero maggiore di 10»;

«esce un numero minore di 6».

ise
I



__E,UE,UE,

E,

» Figura1 Seil diagramma
e quello della figura, per
ottenere p(E, UE, UE;) alla
somma di p(E,), p(E,) e p(E;)
dobbiamo sottrarre

p(E; N E;) e p(E, N E;).

Utilizzando il diagramma di Eulero-Venn possiamo calcolare la probabilita
dell’evento somma:

a) p(E1UE) = p(E) +p(E) — p(EINE) = 15+ 15— 15 =10 =5

b) p(EsUEy) = p(Es) +p(Ey) = 155 i 155 - }(5) :%;

§ 5 5 3 3 12 4
) pElVEVE) =1o+1o+ 15~ 15 "5 " 15 5°




ESERCIZIO GUIDA

Un’urna contiene 4 palline rosse numerate da 1 a 4 e 6 palline nere numerate da 1 a 6. Si estraggono
consecutivamente due palline, senza rimettere la pallina estratta nell’urna. Calcoliamo la probabilita:
a) che le palline estratte siano di colore uguale;

b) che le palline estratte siano rosse o rechino due numeri pari;

¢) che almeno una pallina estratta sia rossa.

a) Le palline estratte possono essere o due rosse o due nere. I due eventi sono incompatibili:

_ Dy, Dese 12, 30 42 7
B iy e kgl o o) o 05

b) Gli eventi «due palline rosse» e «due numeri pari» sono compatibili in quanto fra i 5 numeri pari 2
sono rossi e quindi vi sono due esiti {(2; 4), (4; 2)} che verificano entrambi gli eventi:

_ D4.2+ Ds, D, =12_+_20___ 2 _ 30 _ 1
E=pr. D,. Dp, 90 9% 9% 9 5

c) L'evento ¢ verificato quando le palline che escono sono o una rossa e una nera (e viceversa), o due
rosse:

462  Di, 48 .12 _ 60 _ 2
= p. Do, 90 150 90 2

Possiamo applicare anche il metodo dell’evento contrario. L'evento contrario ¢ «nessuna pallina
rossa»:

Ds,» 30 1 2

: =] —-——-———=1]——--—=—

et 90 3= 3




oppure, analizzando i vari casi:
insolvente A e non B o solvente A e insolvente B o insolventi entrambi:

_ 5 98,95 2 . 5 2 _ 690 _ o0
P =700 100 T 100 100 T 100 100 ~ 10000 ~ &7%

oppure, infine, applicando il teorema della somma logica p(AUB) = p(A) + p(B) — p(AN B):

_ 5,2 5 2 _ 690
P=700 T 100 ~ 100 100 _ 10000

= 6,9%.



LA PROBABILITA" CONDIZIONATA

Problema: calcolare la probabilita che si verifichi un
evento E quando sappiamo che si e verificato I'evento E,.

Questa probabilita (simbolo p(E|E,) si chiama probabilita
di E condizionata a E;

Un’urna contiene 12 palline identiche numerate da 1 a 12.
Lo spazio dei campioni e:

U={1,2,3.4,5,6,7,8,9,10,11,12}




L'evento: .
E="estrazione di una pallina con un 3
numero divisibile per 3" 10
ha probabilita: 11
o(E)=4/12=1/3 12457

1. Consideriomo I'evento:

E,=estrazione di una pallina con un numero maggiore di /7
per il quale p(E,)=5/12

In questa situazione gli esiti possibili non sono piu 12, ma 5,
IN quanto I'insieme universo si e ridotto a:

U'=E,={8,9,10,11,12}




| casi favorevoli sono | 2 U
elementi dell'insieme:

E
ENE,={9,12} 6
La probabilita e: P(E|E,)=2/5 3
Questa probabilitd € maggiore 12405 7

di p(E)=1/3.

L'informazione supplementare ha aumentato la
probabilita dell’evento E. | due eventi E ed E, si dicono
correlati positivamente.



2. Consideriamo I'evento:

E,="estrazione di una pallina con un pari”
per il quale p(E,)=6/12=1/2

Calcoliamo p(E), supponendo che si verifichi I'evento E.,.
Indichiamo tale probabilita con p(E|E,). Anche in questa
sifuazione abbiamo un'informazione in piu.

Gli esiti possibili sono 6, in quanto I'insieme universo si €
ridotfto a:

kil 2

U'=E,={2,4,6,8,10,12}

| casi favorevoli sono | 2 11

elementi dell'insieme:

ENE,={6,12} v




La probabilita e: P(E|E,)=2/6=1/3
Questa probabilita € uguale a p(E)=1/3.
L'informazione supplementare non ha mutato il valore

della probabilita del’evento E. | due eventi E ed E, si
dicono stocasticamente indipendenti.

3. Consideriamo I'evento:

E;="esfrazione di una pallina con un numero minore di 8"
per il quale p(E;)=7/12

Calcoliamo p(E), supponendo che si verifichi I'evento Es.
Indichiamo tale probabilita con p(E| E,).




Gli esiti possibili non sono piu 12
ma 7/, In quanto l|'insieme
universo si e ridotto a:

U'=E,={1,2,3,4,5,6,7}

| casi favorevoli sono | 2 elementi
dell'insieme:

ENE,={3,6)

La probabilita e: P(E|E;)=2/7

Questa probabilitad € minore di p(E)=1/3.

L'informazione supplementare ha diminuito la probabilitd
del’evento E. | due eventi E ed E; si dicono correlati
negativamente.



In generale, vale la seguente definizione:

DEFINIZIONE

Dati due eventi E,ed E, tali che E,CU, E,CU ed
E,NE,#¢, si dice probabilita condizionata di E;
nspefto a E, e si indica con p(E |E,), la
probabilita che si verifichi E, nell'ipotesi che E,
sia verificato.




Se p(E, | E,)=p(E,), cioe le conoscenze ulteriori sul verificarsi
di E, non modificano la probabilita di E,, si dice che dli
eventi sono stocasticamente indipendenti.

Se p(E, | E,)#p(E,). cioe le conoscenze ulteriori sul verificarsi

di E, modificano la probabilita di E,, si dice che gli eventi

sono stocasticamente dipendenti. In particolare:

»>se p(E,|E,))>p(E,) | due eventi sono correlati
positivamente

»>se p(E,|E,))<p(E,) | due eventi sono correlati
negativamente

Nel valutare p(E,) si considera l'insieme U, menire nel
valutare pl(E,|E,) lo spazio dei campioni si riduce al
softoinsieme E,.




teorema

La probabilita condizionata di un evento E,
rispetto a un evento E,, non impossibile, €
defterminata dalla formula:

- p(E,NE),)
P(E,)
p(E,NE))
p(E))

p(E | E

con p(E,)=0

p(E, | E)= con p(E)=0




ESEMPIO

In un istituto ci sono 650 alunni, di cui 425 femmine e 225 maschi. Nella clas-
se 5% B ci sono 24 alunni, di cui 11 femmine e 13 maschi. Si estraggono a sorte
due alunni che partecipino a un sondaggio nazionale sulle conoscenze relative
alla lingua inglese. Calcoliamo la probabilita che i due alunni estratti siano
entrambi maschi, sapendo che sono stati estratti due alunni della 5 B.

Chiamiamo:

E, = «sono stati estratti due maschi»;

E, = «sono stati estratti due alunni della 52 B».

Applichiamo il teorema della probabilita condizionata:

p(E,NE,)
E | E;) = :
p( 1‘ 2) p(E,)
[ casi possibili sono Cgs, = Boll b4 210925.

2!



I maschi della 5* B sono 13, percio:
13- 12

_ GCysp 9, _ 6
PUENE) =5 = 570025 — 16225

La probabilita di estrarre due alunni della 5* B é:

24-23
Caur _ 2 _ 276
Ceso, 210925 = 210925

p (E,p) =

La probabilita di estrarre due alunni maschi, sapendo che sono stati estratti
due alunni della 5* B &:

6 210925 _ 13
PE|E) = qeome " ome = 4e




ESERCIZIO GUIDA

Tre persone A, B e C sono candidate a una carica. A ha la probabilita del 40% di essere eletto, B quella
del 35% e infine C quella del 25%. C ritira la propria candidatura.

Calcoliamo le nuove probabilita di vittoria di A e B (chiamando con A, B, C anche gli eventi relativi
all’elezione delle persone).

L’evento che si e verificato € la mancata elezione di C per il ritiro della candidatura. Esso ha probabilita
p(C) =1-0,25=0,75.L’evento AN C ¢&ancora I'evento A, come 'evento BN C & sempre 'evento B.

Le due probabilita condizionate, ossia quelle cercate, sono:

p(ANC) _ 0,40 p(BNC) _ 0,35
p(C) 0,75 p(C) 0,75

Gli eventi sono stocasticamente dipendenti e sono correlati positivamente.

p(A|C) = = 0,53 > p(A), p(B|IC)= = 0,46 > p(B).



ESERCIZIO GUIDA

Un’urna contiene 4 palline nere e 6 verdi. Si estraggono contemporaneamente due palline. Conside-
riamo i seguenti eventi:

A = «almeno una pallina € nera»;
B = «almeno una pallina ¢ verde».

Calcoliamo la probabilita dell’evento A condizionato a B.

L’evento A si verifica quando l'esito ¢ una delle seguenti combinazioni di colore: (nera, nera) o (nera,
verde).

L’evento B si verifica quando 'esito ¢ una delle seguenti combinazioni di colore: (nera, verde) o (verde,
verde).

L’evento A N B si verifica quando l'esito ¢ (verde, nera). I valori delle probabilita sono:

(2) (5)
2 4-6 6 24 30 2 4-6 2. 24 15 39 13
Pl = (10) Ty A & & 3t (10) o (10) =~ 45745 45T 15°
5 2

8
p(ANB) 15

p(B) 13
15

Gli eventi A e B sono stocasticamente dipendenti e sono correlati negativamente.

La probabilita condizionata risulta: p(A| B) = = 183 < p(A).




LA PROBABILITA" DEL PRODOTTO LOGICO DI EVENTI

Problema: calcolare la probabilita che si verifichi I'evento
E=“esce unre nero” da un mazzo di 52 carte.

L'evento E e formato dagli eventi E;="esce una carta con
seme nero” ed E,="esce unre’.

Essendo E={re picche, re fiori}, la probabilita del prodotto
logicodiE, ed E, e:

2 1
p(E) = p(E, )) Y 0

Questo risultato si puo offenere anche in un altro
modo, attraverso Il seguente teorema:




teorema

La probabilita dell’evento composto o prodotto
logico degli eventi E, ed E,, € uguale al prodofto
della probabilita dell’evento E, per la probabilita
dell’evento E, nell'ipotesi che E, si sia verificato:

p(E,NE,)=p(E) p(E,|E)
p(E,NE,))=p(E,) p(E,) eventi stocasticamente indipendenti

Il feorema si puo estendere a piu eventi che si devono
verificare uno dopo l'altro, considerando sempre quello
precedente come verificato:

p(E)= p(El M E, M E3) = p(El) 'p(Ez | E1)' p(E3 | (El mEz))
p(E)=p(E,NE,NE,)=p(E) p(E,): p(E,) eventi indipendenti




Ritornando al nostro problema si ha:

26 1
E)=—=—
inl) 55 9

Per I'evento E, condizionato a E,, essendo uscita una
carta nera, i casi possibili sono 26, mentre i casi favorevali

SONo 2:

2 1
E |E)= =
D( 2 1) 6 13
Pertanto:
1 1 1
p(E,NE,))=p(E) p(E, |E1)=5° 3 = Y = 3,8%




Da una rilevazione statistica e risultato che, al primo
controllo dopo 2000 km, su 100 automobili 8 hanno
mostrato difetti solo all’alimentazione e 3 solo ai freni.
Calcolare la probabilitd che una macchina presenti
questi due difeftti.

oidwasa

» Caso in cul 1 due eventi sono indipendenti

E, = «avere difettosa I'alimentazione», p(E) = “l_gb* = 8%;

E, = «avere difettosi i freni», p(E;) = -1_30 = 3%;
_.8 3 _ 24 _ 024 _

PENE) =100"T00 = 10000 ~ 100 ~ »24%:




» Caso in cui | due eventi non sono indipendenti

Se invece fra le 8 macchine che hanno difetti all'alimentazione 2 presentano
anche difetti ai freni, non potremo piu considerare i due eventi come indi-
pendenti. In questo caso, la probabilita di avere difetti all’alimentazione e ai
freni é:

p(ENE,) = p(E) p(E;|E) = (o5 & = 12 = 2%




d) Applichiamo l'evento contrario (nessuno risulti insolvente) e sfruttando il risultato precedente
abbiamo: |

9310 _ 690 a0
P=1=70000 = 10000 = &°%;

oppure, analizzando i vari casi:
insolvente A e non B o solvente A e insolvente B o insolventi entrambi:

5 98 ,9 2 .5 2 __ 6%
100 100 ' 100 100 ~ 10000

P =700 100

= 6,9%;

oppure, infine, applicando il teorema della somma logica p(A U B) = p(A) + p(B) — p(AN B):

_ 5 .2 _ 5 2 _ 6%
P =700 T 100 ~ 100 100 _ 10000

= 6,9%.




ESERCIZIO GUIDA

Sono stati fatti due investimenti A e B della stessa durata. La probabilita di insolvenza di A é del 5%,
mentre la probabilita di insolvenza per B ¢ del 2%.

I due investimenti sono indipendenti. Calcoliamo la probabilita che alla scadenza:

a) entrambi gli investimenti risultino insolventi;

b) entrambi gli investimenti risultino esigibili;

¢) uno solo dei due investimenti risulti insolvente;

d) almeno un investimento risulti insolvente.

POOINE
P =100 100 ~ 1000

=0,1%.

=_i)_<_2)=95_98=9310= .

i (1 100/ ' ~ 700/ = 100 100 ~ 10000 ~ °*1%:
_5.<_2)<_5>.2_5_98 95 2 _ 680 _ . ..

9 P=7100 \! "100/ T ~ 700/ 100 = 100 100 T 100 100 — 10000 — &8%:

(Notiamo che questi primi tre eventi esauriscono tutte le possibilita; la loro somma & 100%.)

d) Applichiamo l'evento contrario (nessuno risulti insolvente) e sfruttando il risultato precedente
abbiamo:
9310 690

— —_ p— — 0/ «
P=1-70000 = 0000 ~ &7%;




ESERCIZIO GUIDA

Un’urna contiene 5 palline bianche e 4 nere. Si effettuano estrazioni consecutive nelle due situazioni:
(i) reimmissione ogni volta della pallina estratta, (ii) non reimmissione della pallina estratta.
Calcoliamo la probabilita che, estraendo consecutivamente tre palline:

a) esse siano prima due bianche e poi una nera;

b) esse siano due bianche e una nera;

¢) almeno una sia bianca.

Nel caso (i) siamo in presenza di eventi indipendenti, in quanto la composizione dell'urna non cambia,
mentre nel caso (ii) gli eventi sono dipendenti, in quanto la non reimmissione della pallina estratta fa
cambiare la composizione dell'urna e pertanto la probabilita di ogni evento ¢ condizionata ed é calcolata
nell’ipotesi che 'evento precedente si sia verificato.

a) Abbiamo un evento composto da una sequenza ordinata di eventi, quindi moltiplichiamo fra loro le
probabilita dei singoli eventi:

: =5 5 4 @ 100 o 0 4 4 80— 10
) pP=9 99 79 ) P=g 5 5 =%54 =63

b) L’evento puo verificarsi con tre modalita diverse incompatibili fra loro:

bbn o bnb o nbb.

: =SS d S 4 S o s 1000 s 100
@ P=9 9 9%t 9 9 979 9 9= 729 3% 2437
D A L O B O DD P ] O

@) p=9g 57 9o 5 7 9 8 7~ 2

Nel caso in cui I'ordine non é stabilito si pud moltiplicare la probabilita di una sequenza «base» per il
numero di volte col quale gli eventi componenti 'evento si possono presentare.



c) Abbiamo varie possibilita nel numero di volte con cui la pallina bianca puo uscire.
L’evento si verifica quando la pallina bianca:

esce una volta: bnn nbn nnb
o due volte: bbn nbb bnb
o tre volte: bbb

Non essendo stato fissato I'ordine di uscita, occorre tenere conto di tutti i modi in cui ogni possibilita
puo presentarsi:

; —0 44 S o4 8 s s 80, 1000 125 _ 665 .
) p=9 9 93t 9 93t 9 9 9 =720 3 729 31729 = 729>
N o543 .5 4 4 .. 54 3_ 60 , 80 . 60 _ 480 _ 20
) p=g 5 73t 9 5 7379 5 7 50a T 502 3502 504 ~ 21

Possiamo calcolare tale probabilita anche usando 'evento contrario «esce sempre la pallina nera»:

N _ 4 4 4 _ . 64 _ 665,
) p=1-"9 49 9 =1=79 =79
4 3 2 24 480 _ 20

IS s e —



IL PROBLEMA DELLE PROVE RIPETUTE

Problema: calcolare la probabilita che in 5 lanci
consecutivi di un dado la faccia 1 si presenti soltanto la
prima volta e poi non si presenti piu nei lanci successivi.

Si fratta di un evento prodotto logico di una sequenza di 5
eventi indipendenti.

L'evento: E="esce la faccia 1" ha probabilita:
o(E)=1/6
L’evento: E=""non esce la faccia 1" ha probabilita:

1-p(E)=1-1/6=5/6




La probabilita dell’evento prodotto logico richiesta dal
problema e:

Problema: calcolare la probabilita che in 5 lanci
consecutivi di un dado la faccia 1 si presenti una sola
volta, non importa in quale posizione della sequenza dei 5
lanci.

Le possibilita sono 5, tutte incompatibili fra loro, ognuna
con uguale probabilita p. Si fratta di un evento sommao
logica.




La probabilita dell’evento somma logica richiesta dal
problema é:

15555 1 (5)" 5
(2] -

Il numero delle volte con i quale puo presentarsi lo
sequenza non € afro che il numero di permutazioni di 5
elementi di cui uno ripetuto una volta e |'altro quaftiro
volte: P14,

Puo anche essere visto come il numero dei modi con cui
\ . . . . 5
un elemento puo occupare 5 posti a disposizione: (1)



Se I'evento “esce la faccia 1" si deve presentare due
volte, la probabilita e:

(311555 5(§(§_Mf
Pes=l 66666 \2)\6) \6 6’

Se I'evento “esce la faccia 1" si deve presentare fre volte,
la probabilita e:

() 11155 i@j@fJ@f
Pes=131'6 6666 \3/ls) |6 6’

E cosl via...




Generalizziamo il problema.

Teorema delle prove ripetute (o di Bernoulli)

Dato un evento E, sottoposto a n esperimenti
ognuno con probabilita costante p di
verificarsi, essendo g=(1-p) la probabilita che
ha I'evento di non verificarsi, la probabilita di
oftenere k successi su n prove e:

n )
Pin = (k)pk "q ‘




Una macchina produce pezzi difettosi con una probabilita
del 3%. Prendiamo 8 pezzi e calcoliamo la probabilita che:
a) nessuno sia difettoso; b) 3 siano difettosi; ¢) tutti siano
difettosi; d) almeno 2 siano difettosi.

oldwasa

Essendo p=3%=0,03 e g=1-p=1-0,03=0,97, si ha:

a) Pos) =

8 0 8-0 8 3 8-3
0|00 .97 = T8.37% | |b) pyy=| , [(0,03) (0,97 =0,13%

8
O)(o,03)8 (0,97)"* =26,56-10™"%

C) Pss) =

d) Utillizziamo |'evento confrario di “almeno 2 pezz
difettosi”, ossia “nessun pezzo difettoso o 1 solo difettoso:

8
d) p=1- Py~ Pus =1-0,7837 - ( 110,03 (0.97)" =2.24%




ESERCIZIO GUIDA

Un’urna contiene 15 palline numerate. Si estrae per 8 volte consecutive una pallina, rimettendo ogni
volta la pallina nell’'urna. Calcoliamo la probabilita che:

a) per 5 volte esca un numero minore di 6;

b) per 3 o 4 volte esca un numero pari;

¢) almeno una volta esca un numero pari.

a) L’evento «esce un numero minore di 6» ha probabilita p = % - %, mentre 'evento contrario ha

probabilita g = 1 — % - % Applichiamo la relazione pg ) = (Z) p¥q"~*. Abbiamo:

poo=5)(3) (2) =22




7 , mentre 'evento contrario ha probabilita

b) L’evento «esce un numero pari» ha probabilita p = 3

78
1 5 05

Dobbiamo applicare la relazione sia per il caso in cui I'evento si verifichi 3 volte, sia per il caso in cui
si verifichi 4 volte e quindi applicare il teorema della somma logica:

R CA AR CATE R

. 56-73-85_+ 70-7%-8* _ 938-7%-84
— 8 8 - 8 -
15 15 15

c) Calcoliamo la probabilita dell’evento «il numero pari non esca mai» (o «esca sempre il numero dispa-
ri»), evento contrario di quello di cui si chiede la probabilita. Essendo la probabilita di uscita di un

. 8 e, N\ . . . . - . . .
numero non pari 4z, la probabilita che in 8 estrazioni nelle stesse condizioni il numero pari esca al-

meno una volta é:

. 8(8f_ 88 158 — 88
p=1 (8) 5) =171 T 1




TEOREMA DI BAYES

Problema

Abbiamo due urne: urna 1 (3 palline bianche e 2 nere); urna 2
(4 palline bianche e 5 nere). Calcolare la probabilita che,
scegliendo a caso un'urna ed effettuando l'esirazione di una
pallina, questa sia bianca.

Si ipotizza che gli n eventi siano una partizione dell’infero
spazio U degli eventi. Cio significa che essi devono essere
disgiunti a due a due (mutuamente disgiunti) e che la loro
unione deve coincidere con U: v

ENE, = Y coppia (i.j)
EUE U..UE =U




Teorema della probabilita totale

Se E e un evento che si verifica insieme agli
eventi che formano una partizione di U, la
sua probabilita e data da:

p(E)=p(E) p(EIE)+p(E,) p(E|E,)+..+p(E,) p(E|E))

Vediamo se al nostro problema possiamo applicare
questo teorema.

Per la scelta dell’'urna utilizziamo un dado: se esce un
numero minore di fre, effetfueremo |'estrazione dalla
prima urna, altrimenti dalla seconda.



Gli eventi relativi alla scelta dell’'urna sono:

E,="faccia del dado con numero < 3"
E,="faccia del dado con numero = 3"

Gli eventi E;, e E, sono incompatibili (disgiunti) e
costituiscono tutte le possibilita del lancio del dado. Le loro
probabilitd sono:

2 1 4 7
E —_——— — — E —_——— =
p( 1) 6 3 p( 2) 63

La prima condizione del teorema e soddisfatta.

Colleghiomo gli eventi E, ed E, alle due urne. Otfteniamo
la seguente rappresentazione:



" ® : L'evento:
@ . . .
1, o o * | E=“estrazione paliina bianca”
o \° ° * e un sottoinsieme di U=E,UE,,
. / ; . ° unione di di due eventi
: disgiunti:
> E NE = *“yscita della faccia del dado .
con un numero < 3 ed estrazione di
una pallina bianca dalla prima urna” E,nE
E,NE

» E,NE = vyseita della faccia del dado
con un numero = 3 ed estrazione di
una pallina bianca dalla seconda
urna’

La seconda condizione del teorema e soddisfatta.



Applichiomo il feorema della probabilita totale:
p(E)=p(E) p(E|E)+p(E,) p(E|E,)

Gli eventi condizionati relativi all’estrazione della pallina
bianca, avendo scelto I'urna, sono:

E|El1="estrazione pallina bianca avendo scelto la prima
urna”

E|El="estrazione pallina bianca avendo scelto la
seconda urna”

Le probabilitd condizionate sono: p(E|E1)=§ p(E|E2)=g
In definitiva:
1 3 2 4 67
E E ElE)+ p(E ElE)=——+——=——=49,6%
p(E)=p(E) p(EI|E)+ p(E,)" p( )353913 0




Problema

Abbiamo due urne: urna 1 (3 palline bianche e 2 nere); urna 2
(4 palline bianche e 5 nere). Supponendo che si sia verificato
I'evento E=“estrazione di una pallina bianca”, calcolare qual e
la probabilita che la pallina estratta provenga dalla prima urna.

Il teorema della probabilitad totale consente di calcolare
la probabilita che si verifichi I'evento E (I'effetto)
conoscendo le cause E, E, che stanno alla base del suo
verificarsi.

Nel nuovo problema ci tfroviamo di fronte a un evento E
(I'effetto) che si e verificato e vogliamo calcolare la
probabilita che sia stata una certa causa E a farlo
accadere.




La risposta al nuovo problema € data dal seguente
teorema:

Teorema di Bayes

La probabilita (condizionata) che, essendosi
verificato un evento E (effetto), la causa che
sta alla sua origine sia I'evento E (i=1,2,....n), e

p(E) p(EIE)
p(E)
dove p(E) e la probabilita dell’evento totale:
p(E)=p(E) p(E|E)+p(E,) p(E|E,))+..+p(E,) p(E|E,)

p(E |E)=




Applichiamo il teorema di Bayes al nostro problema.

Nel problema precedente abbiamo calcolato:

2
6

- PEIE)=> p(E)=2L

E)=
p(E)) : 35

Quindi, verificatosi I'evento E="estrazione di una pallina
bianca”, la probabilita che la pallina estratta provengo
dalla prima urna, € data da:

[ 3
p(eE)-PEVPEIE) 35 27 403403
p(E) 67 67

135




Il teorema di Bayes si rende necessario ogni
qualvolta e necessario valutare il “peso” di una
causa di fronte al verificarsi di un evento
(effetto)

Il teorema di Bayes trova applicazioni nel
campo del controllo della qualita in: medicing,
farmacia, industria ecc.




Un'industria utilizza fre macchinari che producono
rispettivamente il 50%, il 30% e il 20% dei pezzi prodotfti. |
pezzi difettosi prodotti dai tre macchinari sono
rispettivamente 3%, 4% e 5%. Avendo prelevato a caso un
pezzo, calcolare la probabilita che: a) sia difettoso; b)
provenga dalla primo macchinario.

oidwasad

Indichiamo con:

A,=pezzo prodofto primo macchinario; A,=pezzo
prodotto secondo macchinario; As;=pezzo prodofto terzo
macchinario; B=pezzo difettoso

Gli eventi A,, A,, A; costituiscono una partizione dell'infero
spazio ) e sono mutuamente disgiunti:

ANA =ANA=ANA=0 AUAUA =Q




Le probabilitfd che i pezzi siano prodotti da un certo
macchinario sono:

p(A)=50%=0,5 p(A,)=30%=0,3 p(A,)=20%=0,2

Le probabilitd condizionate dal fatto che un pezzo
difettoso sia estratto da un certo macchinario sono:

p(BIA)=3%=0,03 p(BIA,)=4%=0,04 p(BIA,)=5%=0,05

a) Dal teorema della probabilita totale calcoliamo lo
probabilitd che, estraendo a caso 1 pezzo della
produzione, sia difeftoso:

p(B)=p(A) p(BlA)+p(A,) p(BlA))+p(Ay) p(BlA;)=
=0,5-0,03+0,3-0,04+0,2-0,05=0,037=3,7%




b) Applichiamo il teorema di Bayes per calcolare la
probabilitd che, avendo estratto un pezzo difettoso,
provenga dal primo macchinario:

p(A 1B)= = 0,4054 = 40,54%

p(A) p(BIA) 050,03
p(B) 0,037

Abbiamo applicato il teorema di Bayes dato che si cerca
la probabilita di una “causa” (A,) dato I'effetto (B).




Se I'evento deve accadere;
teorema probabilita totale

ESERCIZIO GUIDA

Un’urna contiene 6 palline bianche e 10 nere e una seconda urna 8 bianche e 2 nere. Si sceglie a caso
un’urna e si estrae una pallina. Calcoliamo la probabilita che essa sia bianca.

Le probabilita relative alla scelta dell'urna sono:

3 i 3
p(E) = p(Ey) = % 8 glaned qe
Indichiamo con B T'evento «estrazione pallina % Es
bianca». Le probabilita di estrarre una pallina 2 nera =2
. , , 8 16
bianca avendo fissato I'urna sono:
6 3 8 -+ 4 i 2
P(B’ E) = 16 8° p(B\ EB;) = e ) = bianca £
2 E
La probabilita di estrarre una pallina bianca sce- :
gliendo a caso un’urna é: % nera %
p@ =L 3yl 4_3 2 47

2 8 25 16 5 80
Possiamo rappresentare la situazione con il diagramma ad albero della figura sopra.




Se I'evento e accaduto:
Teorema di Bayes

ESERCIZIO GUIDA

Abbiamo due urne. La prima contiene 4 palline bianche e 6 nere e la seconda 5 bianche e 4 nere. Si
sceglie a caso un’urna estraendo una carta da un mazzo di 40. Se la carta ¢ una figura viene scelta la
prima urna, altrimenti la seconda. Sapendo che la pallina estratta € nera, calcola la probabilita che essa

provenga dalla seconda urna.

Le probabilita relative alla scelta dell'urna sono:

p(E) = }1—%) = %, p(E,y) = %

Le probabilita di estrarre una pallina nera avendo fissato 'urna sono:

_6 _3 — 4
pEEY =" 8= P E D)=



Essendo

3 7 4 9 14 221

p(E) =p(E) p(E|E)+p(E) p(E|E),  p(E)= —16 e e
la probabilita che, avendo estratto una pallina nera, essa provenga dalla seconda urna e:

p(E) -p(E| Ey) _

P(EzlE)=

p(E)
74
_ 10 9 _ 14 450 _ 140

221 45 221 221

450
3 3 3_9
5 E —10"5 =50
2 E .
5 diagramma
4 - 7 4_14 ad albero
9 “10° 9745
5 E
9




