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ESPONENZIALI



1. LE POTENZE CON ESPONENTE REALE

Le potenze con esponente intero

asse... ...e definita per... Esempio
x>0 Va (—V2)}=-2v2;0°= 0.
x=0 a#0 a’ = 1; 0° non si definisce.
_g)‘z _ (_1)2 _9
<0 a#0 < 3 = 7 =
Le potenze con esponente razionale
a* se... ...e definita per... Esempio
3 a4
x>0 a>0 54 =/5%07? =0,
xi=0 a#0 a’ = 1; 0° non si definisce.
1
~= 1 1
x<0 a>0 (V3) 2= T 3
(V3)?2

Quando gli esponenti sono razionali, la base delle
potenze non puo essere negativa.




Le proprieta delle potenze

Definizione abeR?, x,yeR

Esempio

I. Prodotto di potenze di uguale base:

a*-a) = ag**’y

1043.10-VZ7 = 10V3

II. Quoziente di potenze di uguale base:

a*.g? =qg*?

II1. Potenza di potenza:

(ax) ) = ax"y

IV. Prodotto di potenze di uguale esponente:

a*-b* = (a- b)*

V. Quoziente di potenze di uguale esponente:

a® ib* =g sb)*

teorema

All'aumentare dell’esponente reale x, la potenza a*:

v aumenta se a>1

v diminuisce se 0O<a<1




2. LAFUNZIONE ESPONENZIALE

definizione

Si chiama funzione esponenziale ogni funzione del fipo:

y=a'" a€Nf
Al variare di a si hanno tre possibili andamentt:
fy = X X y=2"
1
) 8
_ o
£ 4
1
: 2
0 1
g 1 2
X 2 4
0,125 3 8
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proprieta della

funzione esponenziale

yll

a’>

Y

a. * Dominio: R; b.

e codominio: R;

e funzione crescente in R;
e funzione biiettiva;

® aX - 0 per X — — o;

®aX -+ perx—+x®,

e Dominio: R;

e codominio: R™;

e funzione decrescente in [;
e funzione biiettiva;

® aX - 0 per X — + o

® aX — 4+ per X — —®,

Y

c.®» Dominio: R;
e codominio: {1};
e funzione costante;

e funzione non iniettiva.




La definizione di potenza a esponente reale permette di
estendere il concetto di funzione e forme del fipo:

y = [f(x)]g(X) aE R

f(x)>0

dominio = .
{dommio di g(x)



ESERCIZI



Determinare il dominio delle seguenti funzioni.

2>0
x—-1=0

soluzione

> x=1

>

y _ 2\/ x-1 dominio




> x#==+]

L - 2>0 ,
y _ 2 x2-1 dominio - soluzione
2
x"=1=0

dominio D = |-o0;—1[ U |- 1;1] U ]1;+09]




soluzione oy o () U x = +2

x#=0
x* =40

D = J-o0=2[ U T-2:0[ U T0:2[ U J2: 4]

>~
—d

dominio

e e e e e e N

dominio




y=4\/3—7|x| dominio >3—‘X‘ZO

definizione 3 — x> 0

valore assoluto 5 soluzione

> 3<x=<3

3+x=0

dominio

D =[-3;3]




Vx - 4-x"=0 .
y=( 4—X2) dominio 5 soluzione > OSX<2
x=0

dominio

D=[O;2[ 5




(2x)\/;+3 L >0 {R»JUO<X<1
y= —>

dominio _ 2
> >11-x
1-x

ﬁ+320

solugione 5 _3 oy <« 1UQ0<x<1

x=-3

dominio

D =[-3-1[U]0:][




Dalla rappresentazione grafica, indicare dominio e codominio

soluzione

>x=0; y<lvy>0




y= 2% 11 soluzione VXESR, y>1
D= -+  C = [l;+o9]

___________________________________




3. EQUAZIONI ESPONENZIALI

definizione

Un'equazione si dice esponenziale guando confiene
almeno una potenza con I'incognita nell’esponente

a'=b cona>0

Soluzioni di un'equazione esponenziale
a =b determinata se a,b>0 e a=1

a*>0 VxeRn — s g"=b impossibile se b<0

a’ =b indeterminata se a=1e b=1



ESERCIZI



Risolvere le seguenti equazioni esponenziali riducendo |
due membri dell’equazione a potenze di uguale base.

ridurre alla

X stessa base X 3 roprieta potenze
5" =125 > 5 =5 PoPm PP > x =3
1 ridurre alla 1 ; .
Sx _ stessa base - 5x B 5x _ 5— proprieta_potenze X = _3

125 5°

riduzione alla stessa base
27 . 3x _ 92x o 33 . 3x _ 32'2x proprieta_potenze 5 33+x _ 34x

proprieta potenze soluzione

> 3+x=4x > x=1

somma proprieta

2x +9. 2x =40 termini_simili 1@ . 2x _ 4@ _ - 2x =4 potenze x =2




8x—1

_ 3/2x—3

ridurre alla stessa base
trasformare radice

x=-3
in_potenza 3

~ 23(x—1) _ 2

. x—-3 .
proprieta_potenze 3( X — 1) _ 3 soluzione  _ X

>

_3
4

2F 42" =2 47

X

R L
2

ridurre alla
stessa base

x-_

8 3 _ 2x+1

ridurre alla el T proprieta
stessa_base % — % g potenze x—1= _X_—l con x=0
5 5 -
. 2 M .
—cdleoli o 2 o —solwione oy — 41 gccettabile

proprieta

calcoli
—_—

potenzeﬁ2x+2x.2+2x.2—l=7 (1+2+%)2x=7%_.

proprieta
-1 0 ]
potenze 1 _n soluzione x=1=0 — x=1
3( x_E) x+1 proprieta 2 1
o) 3] 9) 2 potenze 3 x—=|= X+ soluzione x=1




Risolvere le seguenti equazioni esponenziali utilizzando
un'incognita ausiliaria.

6:3" -3 =15

2
o5
3)(

Introduciamo l'incognita ausiliaria z ponendo z=3%
nell’equazione:

Applichiomo la proprieta delle potenze: 6-3"

6Z_2=15 calcoli S 222_5z_3=0 soluzione S Z1=_l Z2=3
< 2
In definifiva:
3oL impossibile 3" =3 s x =]

2

Perché una funzione
esponenziale e sempre positiva



45 =2-2 =222 42=0 —L 5 72— 7+2=0

risolviamo

— S = non ammette SOlthiOﬂ@

proprieta

2 4 =300 —pee 5 93.0% 42727 _320=0 —=2— 47 +87-320=0

2" =-10 — impossibile

soluzione

12728 = x=3

risolviamo

>z, =-10 z,=8

proprieta

10x_2.x_5x+1=0 potenze S 2x.5x_2x_5x+1=0 soluzione S x=0
perché a=1, per cui, I'equazione e soddisfatta per x=0.

X 2x proprieta X
93':9:109 3:;)( _I_%:lo potenze >3x+%_10=0L Z2—1OZ+9=O

soluzione _

3'=90 = x=2
>Z1=9 Zz=1 g
3'=1—x=0

risolviamo




8 —2=4/2" se 8 -220—=2">2 %3x22%x2§

definizione
8x _ 2‘ — /23)6 valore assoluto

(8" =2)=+2% s5¢8 -2<0 — x<§

23x _ 2 _ /23)6 7=23% 7 2 _ \/g risolviamo (Z _ 2)2 —7 — Zl — 4 Z2 _ 1

2% =4 - 3x=2 — x= % accettabile

soluzione

_23x =1 — x=0 non accettabile

—(2¥ =2y =2 = g0y —tbiame (i 0Nz sz =4 7 =1

2 =4 - 3x=2 — x= % non accettabile

soluzione

_23x =1 — x =0 accettabile

L'equazione ammette come soluzione:

x=2v x=0

3



Risolvere seguentt sistemidirequaziontesponenziali.

2°4y=0 [y=-2

) —> metodo confronto = _2x _ 2 _ 4x

4 +y=2 y=2-4

L 7,=2—=>2"=2—> x=1

>z —z-2=0 —

2, =—1— 2" =-1 — impossibile

. a
soluzione X = 1
sistema___ J




2x+y=3 metodo y=3-2x y=3-2x

sostituzione calcoli

> < > <

\2x—y _ 64 \2x—3+2x _ 64 k23x—3 _ 64

y=3-2x y=3-2x [y=3-2x

23)6 —> ! —_—> J

23 _ 64 \23x _ 512 \23)6 _ 29 soluzione > y = 3

. a
soluzione y = _3
sistema___ )

\x=3



4. DISEQUAZIONI ESPONENZIALI

definizione

Una disequazione si dice esponenziale guando confiene
almeno una potenza con I'incognita nell’esponente

a >b a <b
Sea > 1, allora Se ) < ag <1,allora
at>a? o t>z. at>a*? o t<az
A
' I R
(a>1)
at> a?
T >Z
at
aZ




ESERCIZI



Risolvere-le seguenti-dise guazioni-esponenzali-riducendo
rduememiorigipotenze dellaistessaiase

x . . x 3 .
3 27 riduzione 3 3 soluzione
(_ <L alla stessa base s | = <| = a>1 > x < 3

2 3 2 2
proprieta
1 riduzione potenze . 3
32x+2 < 5 stessa base S 32x+2 < 3—1 a>1 S 2x+2 < _1 soluzione >y < _5

riduzione
proprieta

x-1 stessa base
(l) - 64 a>1 (4)—(X—1) . 43 potenze _(x _ 1) <-3—>x-1>3 soluzione D)

proprieta

x+3 x=2 riduzione —(x+3) - potenze
(%) <(§) stessa_base (é) <(§) a<l _(x+3)<x_2
5 2 2 2
x+3>_x+2 soluzione x>_l

2



Risolvere-le-seguenttdisequazioni-esponenziali-aitraverso
Fintroduzione diunncognitarausiianan

proprieta 32 o 18
3" -2-37" <7 potenze 5 3% _9.—__ 7<) —=— 7-—"-7<0
3 Z
soluzione

ZZ _ 7Z _ 18 < O soluzione > _2 <7< 9 disequazione esponenziale > _2 < 3x < 9

equivalente 3x > _2 VX e m

al sistema - soluzione - soluzione >y < 2
3" <9 x<?2

1 1 z=3" 1 1 calcoli 10

0 —— >0 ——— 0

— > — >
3'-9 3" +1 -9 z+1 (z=9)(z+1)

soluzione soluzione 3" < -1 — impossibile
= x>2

diseq. fratta z< _1 VZz> 9 disequazione esponenziale
3'>90 — x>2

X -X _gx
9(%) +2+4(%) <0 (3) >9z+2+i<0
3 3 Z

07> + 27 +4 < () —Sduzione 5 possuna soluzione: S =



Risolvere +seguentt sistemi-di-diseguarzioni-esponenzial J

32x—1 S 3 . r§S02}?re i o zx _1 > 1 x> 1 so(b;zione
: singole_disequazioni i - sistema__ o 1« xy <
574 _q x"-4=<0 2=<x=<?2
[ =2x-1 risolvere le (2x-1
57 -25>0 sequezioni 577 > 25
sin gole Zilgfquazlom 2x—-1>2
< 3x > 9 1 —
+1 it
>1 IE—I z=1
q 3x - 1 S Z — 1
3 r .
x> r>_ so?Lttzlone 3
) s 2 sistema___ x>
2
3 >1 x=0




LOGARITMI



1. DEFINIZIONE DI LOGARITMO

definizione

. o x = log, b
Dati due numer reall e positivi .
(a,b con a#l1), si chiama ﬁ
logaritmo in base a di b 2 = b
I'esponente x da assegnare alla \___~» Dase

base per oftenere I numero b

(argomento del logaritmo). a>0,a#1,b>0

esempio
5x _ 25 equivalente > x = 10g5 25 _ 2
2x _ 7 equivalente > X = 1 0 g2 7




proprieta

Il logaritmo del prodotto di
due numeri positivi (b,c) e
uguale alla somma dei
logaritmi dei singoli fattori:

log (b-c)=1log, b+log, c

proprieta

Il logaritmo del quoziente di
due numeri positivi (b,c) e
uguale alla differenza dei
logaritmi dei singoli fattori:

log, b_ log b-log, c
c

2. PROPRIETA’ DEI LOGARITMI

proprieta

Il logaritmo della potenza di
un numero b>0 elevato a un
esponente reale n € uguale
al prodotto di n per Il

logaritmo di b:

log b" =n-log, b

log,(8:16)=1og,8+1log,16=3+4="7

log, (%) =log, 729 -10g,9=6-2=4

log,9* =4-1log,9=4-2=8

I
- S|
log,, V6 =log,, 6% = 5 ‘log,, 6



La formula del cambiamento di base

Quando a e b possono essere scrittt come potenze della
stessa base, allora il logaritmo € un numero intero ©
razionale:

-3
log 125=3 perche o 53 =125 log, 8§=-3 perche >(l) =8

2

Non sempre, pero, € possibile
esplicitare il logaritmo:

log,8 =7 —22— 3 =8

Le calcolatrici possono calcolare i logaritmi in base 10 e in
base e (e=2,718... numero irrazionale chiamato numero di
Nepero):

logx — logaritmo decimale

Inx — logaritmo naturale o neperiano




E, allora, come possiamo esprimere questo logaritmo
attraverso un numeroe

proprieta Calcolare il seguente logaritmo:
Cambiamento di base x=log,14="?

nei logaritmi _ . . .
Il logaritmo non e decimale e ne

log b neperiano, per cui utilizziamo il
log b= < cambiamento di base (per esempio
log a trasformiamolo in base 10) per

poterlo calcolare con la calcolatrice:

logl4 1,146128

x=log,14 = =
log3 0,477121

= 2,402




ESERCIZI



Risgrivereleseguentirugugglianze  usaongo-ifogarnini.

25 _ 32 equivalente > 10g2 32 _ 5 35 _ \/g equivalente > 10g3 \/_ =%

7x _ 2 equivalente S 10g7 2 = x 100 _ 1 equivalente S 10g10 1 _ 0
ex _ 5 equivalente >y = ln5 _ 1,61

e = = —cquialente x—3=lng — x=3+0,41=3,41

Risgrivere e seguenfiruguaghanze usaonao e potenze,

log, 49 =2 —cubalente 5 72 _ 4Q log,, 10000 = 4 —aalene 5 1% = 10000
1

10g5\/§ =% equivalente > 55 _ \/g 10g53=x equivalente = 5x =3




Caloolare iseguentitogarimirapplicongodardefinizione.

log,243=5 log1000 =3 log, % =4 log, (7ﬁ ) —log, 7’ = %

1 27 3 64
log.3/5 == log -256=16 log —L=-2 log, — =3
g; 5 g5 gg s =75 g% >

Calcolare largomenio dellogarntmo applicandola detinizione.

10g3 b — 3 definizione 33 — b - b — 27 10g3 b — _1 definizione 3—1 — b . b — l

3

1

10g3 b — O definizione 30 — b - b =1 10g2 b — _l definizione (2) 2 _ b . b _ E
27 3 2

Calcolarelabasedellogartmoapplicandotiaidefinizione.

2
loga 9 — 2 definizione a2 — 32 — g= 3 loga l — 2 definizione a2 _ (l) — = l

IOga 5 =1 definizione al — 5 — g= 5 loga \/E — 2 definizione a2 _ \/5 — = {1/5



viluppare le seguenti espressioni, applicando le prop efad
logenimi
3
log5—=log3—log5a=10g3—10g5—10ga
a
log.(3ab’) =log,3+log,a+2log, b
3,2
log 4 (CZZH) = log[cf(a2 +1)] —logb” =3loga+log(a’ +1)-2logh
Y I)Iiii(‘ do- e proprieta-der @) ntnEESCriveraee-Sea qu Hespre
sottoformardiun-unicoc Iriimo.
21 7
10g3+10g7—10g6=log(3-7)—log6=logz=log§
log, x-log,(x-1)+1log, 5 =log, L log, 5 =1og, X
x-1 x-1
x> +1

log,(x” +1)-log,(x-3) =log, 3
x —




Calcolare-i-seguent iib:oitr’fm: con-loHormula-del cambiamentio-id
base. -Afinche-siHpossa-usare-Ha-c alcolatrce Hi-logarmi-aat-venn
tfrasformatiinlogarimi-decimali-o-nepernant 5
log, 61 - log61 _ 1,785 =2.97 o, 7 log7 _ 0,845 = _0.881
logd 0,602 ’ log0,11 -0,959
log, 0,23 = In0,23 _ -1,47 __0.91 log, 61 = In61 _ 4111 =2.97
In5 1,61 In4 1,386
Senzarusare1a ootatrice ahutarnetc Seguenie esSoression
1 1 1 1 1 log,3 1+log,3
+ = + = + = =
log,36 log,36 log,36 10g,36 log,36 log,36 log,36
log, 3

log,2+log,3 log,6 _log,6 log,6 1
log, 36 log,36 log,6> 2log,6 2




3. LA FUNZIONE LOGARITMICA

definizione
Si chiama funzione logaritmica ogni funzione del fipo:

y=log,.x cona>0ea=l

1 1
8 -4
y = log,x —3 =2 =




1 1 1
X 3 A 5 2 4 3
y =log, x 3 2 1 —~L =2 3
2
>




proprieta della funzione logaritmica

yt y
y =logx
a>1
ol /1 X o)
y =logx
O<acx<1
a.» Dominio: R*; b. « Dominio: R*:
« codominio: R; « codominio: R;
- funzione crescente in R*; - funzione decrescente in R*;
» funzione biiettiva; « funzione biiettiva;
* log, X ——>per x —0; * log, X —+>per x —0;
* log,x — +xper x — +x, * log, X — —xper X — +x,

xV

D =R’ =0;+09| C =R = |-o0;+00|

f:R" — R




La funzione y=o* e biiettiva
da R a R*, quindi € invertibile. y= loga X
Invertendola si offiene:

Pertanto, la funzione logaritmo e la funzione inversa della
funzione esponenziale e 1 due grafici sono simmetrici
rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante.

a>1




ESERCIZI



Determinare il dominio delle seguenti funzioni logaritmiche.

y=log——

x—-1

disequazione
fratta

>

DOMINIO xX+3 >0
x—-1
N>0—x+3>0—x>-3

D>0—x-1>0—x>1

x<-3vx>l1

dominio

D = |-o0;-3[ U ]I;+00|




2 2
x -1 DOMINIO x -1

y =log > >0
x*+4 x° +4
. Solicione N>0—x"-1>0 = x<-1v x>1
isequazione fratta -
D>0—x"+4>0->VxeNR

soluzione - x<_1 Vv x>1
N
|
|

dominio | 1
|
|
! 0

D = ]—00;—1[ U ]1;+00[




x—-8>0

y=log(x-8)+log(2x +7) —2
2x+7>0
. (x>8
soluzione
sistema > 7 soluzione > x> 8
X>——
] 2
dominio -] E

D=8+

-104




> Vx ==+1

y = ln‘x2 —1‘

DOMINIO% ‘ X2 _ 1‘ S O soluzione

dominio

D= |-oo;=1[ U JL1[ U Jt;+00]




X > 0 . X
DOMINIO > X — 2 equivalente S > 0

x—-2 x—-2

y =log

o N>0—=x>0—x>0 o
soluzione _ soluzione x> 2 — D — ]2,+OO[

IS o N

dominio L)=]2}+@{




Dal grafico delle seguenti funzioni, ricavare iI dominio e
codominio.

soluzione

y=‘1—lnx‘ >x>0; y=0

D =10;+%] C=[0;+|



o 10 1 ; : ;

soluzione

y=me+1 >x=—; y=0

€

D= [—;+oo[ C = [0;+99]




4. EQUAZIONI LOGARITMICHE

definizione

Un'equazione si dice logaritmica quando l'incognita
compare nell’argomento di almeno un logaritmo.

Come si risolve log, A(x)=log, B(x)
I'equazione logaritmica:

1. Imporre la condizione di A(x)>0
esistenza dei logaritmi: B(x)>0

2. Risolvere |'equazione: A(x)=B(x)

3. Controllare se le soluzioni dell’equazione soddisfano la
condizione di esistenza.



ESERCIZI



Risolvere le seguenti equazioni logaritmiche.

logx +log(x+3)=1og2+1log(2x +3)

-
x>0 |

soluzione
condizione di esistenza

> x>0

Condizione di esistenza: 1x+3>0
2x+3>0

Applichiamo la proprieta dei logaritmi di un prodotto:
logx(x+3)=10g2(2x+3)

Risolviomo I'equazione:

x(x+3)=202x+3) = x* —x -6 =( —fuione >x,=-2 x,=3

Il valore x=-2 non soddisfa la condizione di esistenza.
La soluzione dell’equazione logaritmica e x=3.



log,(x-2)-1log,(8-x)=1og, x-1og, 8

(x-2>0

Condizione di esistenza: 18-x>0
x>0

soluzione
condizione di esistenza

> <x<8

Applichiamo la proprietda dei logaritmi di un rapporto:

log (x_z)—log x
\8-x ’ 8
Risolviomo I'equazione:
x_2=£%x2—16=0 soluzione >x=i4
8—x 8

Il valore x=-4 non soddisfa la condizione di esistenza.
La soluzione dell’equazione logaritmica e x=4.



log,(3x—20) =3

Condizione di esistenza:

soluzione 20

3 X — 20 > O condizione di esistenza > ¥ > ——

3

Risolviomo I'equazione:

applichiamo

10g4 (3x _ 20) _ 3 definizione log aritmo N 3x _ 20 _ 43 soluzione > y = 28

Il valore x=28 soddisfa la condizione di esistenza, per cui e
la soluzione dell’equazione logaritmica.



In(x—2)=1

Condizione di esistenza:

soluzione
condizione di esistenza
x-2>0

— x>2

Risolviamo I'equazione:

applichiamo

ln(.x _ 2) — 1 definizione logaritmo > x— 2 = soluzione > x=x = 2 +e

Il valore x=2+e soddisfa la condizione di esistenza, per cui
e la soluzione dell’equazione logaritmica.



Risolvere le seguenti equazioni logaritmiche, utilizzando
un'incognita ausiliaria.

(log, x)" -2log,x-3=0

Condizione di esistenza: x>0
Intfroduciamo l'incognita ausiliaria: (1) log,x =1

L'equazione diventa:
f2—2t—3=0 soluzione S t1=—1 t2=3

Sostituendo nella (1), si ottiene:
1

3
Entframibe le soluzioni sono accettabili perché soddisfano
la condizione di esistenza.

soluzione _

log, x=-1 > x=3"=

10g3 X = 3 soluzione >y = 33 _ 27



2In*x+5Inx-3=0

Condizione di esistenza: x>0

Infroduciamo I'incognita ausiliaria: (1) Inx =t

L'equazione diventa:

: 1
2t° +51-3=0 —lon » p =3 f =—
2
Sostituendo nella (1), si ottiene:
soluzione -3 1 1 soluzione l
Inx=-3 > Xx=e =— Inx=— >x=ez=\/z

e 2

Entframbe le soluzioni sono accettabili perché soddisfano
la condizione di esistenza.



3log” x—2logx =0

Condizione di esistenza: x>0

Infroduciamo I'incognita ausiliaria: (1) logx =t

L'equazione diventa:

: 2
3t2—2t=0 soluzione S t1=0 t2=§

Sostituendo nella (1), si offiene:

2
10gx=0 soluzione S X=100 =1 logx=% soluzione S X=103 — 3/100

Entframbe le soluzioni sono accettabili perché soddisfano
la condizione di esistenza.



Determinare il dominio delle seguenti funzioni logaritmiche.

Inx o |x>0— C.E. del logaritmo

y_l—lnzx ] 1-In°x=0 — C.E. frazione

soluzione X>O + -1
L § =>D=RO—{e ;e}
X#E€ VX #€e€

soluzione

equazione logaritmica _ 1_ 1n2 X = O z=Inx - _Z2 +1 _ 0 soluzione > 7= +1

definizione definizione
log aritmo -1 log aritmo

> x=e Inx=1

Inx=-1 > x=e



dominio




y=In(1- g ) —dominlo . |_¢*5(0=C.E. log aritmo

soluzione

disequazione esponenziale 0 soluzione

> - 2x<(0 —= x>0

> <]l > e <e

T T T
(0] 0.5 1 - 2

~0.54

dominio

D = R; = |0;+99|

-1.54




. . i I
SOV ereHSeagyuenttSiISteinnt QI‘ > QUAZIONHIOGCHHTMIC RE
|
10g2x_10g2y = 2 di i’i;'slfe(;zza X >0
x=2y=1 y>0
proprieta log i = deﬁniy.cione f = 22 m.etoc{o X = 4y sqluzione X = 2
log aritmi 2 log aritmo sostituzione sistema
B I 4y-2y=1 -]
x-2y=1 x-2y=1 V= Y 2
La soluzione (2;1/2) € accettabile perché soddisfa la
condizione di esistenza.
x-y>0 x>y
log,(x—y)=1 ~canpo
Og3('x y) di_esistenza x>0 —~Jx>0
log, x+log,y=2log,2
y>0 y>0
ros g | [3-y=3 { -y=3 _ ik, { =3ty e { -4 { --1
— — e 5 Vv
log, xy =log, 2’ =4 Y3+y)=4 n=1 |y,=-4

La soluzione (-1;-4) non € accettabile perché non soddisfa la
condizione di esistenza. La soluzione del sistema e solo (4;1).




definizione

5. DISEQUAZIONI LOGARITMICHE

Una disequazione si dice logaritmica quando e del tipo:

log A(x)>log, B(x)

oppure

Se a > 1, allora

A

y log.b < log,c
)
B e
log_b
0g_C
O/ b G X

Se 0 < a<1,allora

log, A(x) <log, B(x)
Soluzione
disequazione
logaritmica
log.b <log_c .
0 A(x)>0
il B(x)> 0
I A(x) > B(x)
oppure

A(x) < B(x)




ESERCIZI



Risolvere le seguenti disequazioni logaritmiche.

log (x—1) <2 —tadlenied 5 Jog (x-1) <log, 25

{x —1>0 — campo di esistenza

soluzione

>

x—1<25 — si conserva il segno di disuguaglianza perche a >1

soluzione

sistema S 1< X < 26

log,(x-4)>log, 5x

3 3

x—4>0 — campo di esistenza 1° logaritmo

soluzione
soluzione

5x>0 — campo di esistenza 2° logaritmo wiems__s x> 4

x—-4<5x — segno di disuguaglianza contrario perche 0 <a <1

log,,(2-x)>log, (x+2)

2-x>0 — campo di esistenza 1° logaritmo

soluzione
soluzione

x+2>0 — campo di esistenza 2° logaritmo —swtema 5 _2 < x<0

2-x>x+2 — segno di disuguaglianza si conserva percheé a>1



(x+1) ( X )
log, |——|>log, |—
10 x-1 10 x+1
(x+1

1 >0 — campo di esistenza 1° logaritmo
x —

soluzione _ X

> 1 >0 — campo di esistenza 2° logaritmo
X+

x+1  x . : : .
< — segno di disuguaglianza contario perche 0 <a<1

x-1 x+1

x<-1vx>1
soluzione
soluzione _ sistema

>ix<—-1vx>0 > x<—1]

x<—1v—l<x<1

\



Risolvere le seguenti disequazioni logaritmiche, usando le proprietd
dei logaritmi.

1

%log(—x2 +2x) < logx —dauvdlenie a5 Joo(—x? +2x)2 < logx —dalente a5 Jo9+/-x* +2x <logx

V=x"+2x >0 — campo di esistenza 1° logaritmo

1x>0 — campo di esistenza 2° logaritmo

soluzione

2 . . . . . \
V=x"+2x <x — si conserva il segno di disuguaglianza perche a >1

(0<x<?2

x>0

soluzione

soluzione sistema

l<x<?2

x<0vx>1

1
%logl(ZS—x)—logl(x—5)<O counalene 5 Jog (25— x)2 < log, (x —5) —ene 5 Jog /25— x <log, (x=5)

3 3 3 3 3 3

25-x>0 — campo di esistenza 1° logaritmo

soluzione

x—=5>0 — campo di esistenza 2° logaritmo
N25-x>x-5 — il segno di disuguaglianza cambia perche 0 <a<1
soluzione

x<25
soluzione sistema

— P s> 3x>5 —= > 5<x<9

O<x<9



Risolvere le seguenti disequazioni logaritmiche usando l'incognita

ausiliaria
poniamo
2 _ 2 .
log” x—7logx+12 <0 —=%8E— 72 71412 < () —2 5 307 <4
soluzione log X > 3
disequazione logaritmica _ 3 equivalente  _
>3<logx<4 >
logx <4
x>10°
soluzione - soluzione - 103 <x< 104
4
x<10
2 zjgniczlj:iS) 2 soluzione
[logz(x+5)] —-log,(x+5)-6>0 = 77 —-t-6>0 > 7<-2vz>3
soluzione
disequazione log aritmica > logz(x + 5) < _2 v logz(x + 5) > 3
> > S<x<-—Ux>3

X+5<2?%  |x+5>2° 4

. {x+5>0 {x+5>0 . 19
soluzione _ v soluzione



Risolvere +seguentt sistemidi-equaziontlogaritmiche.

logzL <2

x—-1

campo X > O
di esistenza

campo esistenza

>1x-1

log, (x-1)<— x-1>0

soluzione
sistema

soluzione

v

v

X 2? (—3x+4
x-1 x-1

x—1>(l)2 x—1>£

2

<0

2 :
x>1+— accettabile

>

x>1

soluzione {x < O vV X > 1

—

<

— x>1



Equarziontesponenziali-fsolubilircon-tHogarimi: J

log aritmo proprieta
5x =9 entrambi i membri - logsx =10g9 log aritmi - x10g5=10g9
soluzione > x = 10g9 = 1,37
log5

log qritmo ' propr?etc‘z'
4 . 5x — 3 . 7x entrambi | membri 10g4 . 5X — 10g3 . 7x log aritmi 10g4 + x10g5 — 10g3 + x10g7

calcoli

—=— xlog5-xlog7=1log3-logd — x(log5-log7)=1og3-log4

: log3-log4
soluzione X = g g = O, 82
log5-log7
proprieta logqritmo _
3x + 3x+1 — 5x potenze 3x + 3 . 3x — 5x — 4. 3x — 5x entrambi_i_membri 10g4 . 3x — log 5x
proprieta
log aritmi calcoli

— log4 + xlog3=xlogd —— xlog5-xlog3=1og4 — x(log5-1log3)=1log4
log4

soluzione

= =2,7
log5-1log3




Diseguaziont esponenzialirisolubili-con-itogaritmi.

log aritmo

entrambi i membri
73+x basel0 73+x
> 4 . 35x per non cambaire verso log 5 > log (4 . 35x)

proprieta

logarit_5 (34 x)log7—1log5 > log4 + 5xlog3 —=2% —» x(log7—5log3)>2log2 +log5-3log7
soluzione _1,54x>_1’2 — x<0,78

log aritmo
entrambi i membri
basel0

3x+1 > 21—x per non cambaire verso - log 3x+1 S log 21—x

proprieta

R (x+1)log3 > (1-x)log2 —=*— x(log3+log2)>log2 -log3
soluzione 0,78x > _0,18 — X > —0,23

log aritmo

entrambi i membri
\/F <0Q.32 per non seambire verso log\/5x__1 < 10g(9'32x) . log(Sx—l); < log(9'32x)

proprieta

logaritmi %(x_1)10g5<210g3+2x10g3 algebra X(%10g5_210g3)<%10g5+210g3

solugione 5 _12x<2,6 = x>-2,2




Determinare il dominio delle seguenti funzioni logaritmiche.

x>0 x>0 1
> = 4 = Xx=—

Inx+1=0 x=e! e

soluzione

y=\/lnx+1

0 1/e 1 2 3 4




(x>0 = C.E.logaritmo

Inx-4 - , . x>0
y — dominio > J 4 _ lnx > O — CE radlce equivalente S
N4 -Inx . 4-Inx>0
4-Inx=0 = C.E. frazione
' soluzione ' soluzione x>0
disequazione logaritmica > ln X < 4 soluzione >y < 84 sistema > \ _ O <x< e4
xX<e
dominio
104
end
0
T T T I —)———
(0_ b ray) 30 40 50
~-104




I

P

—
J

Inx+x*=4

Le soluzioni dell’equazione
sono le ascisse dei punti
d’'intersezione dei grafici
delle funzioni al primo
(logaritmo neperiano) e al
secondo membro
(parabola) dell’equazione:

Inx=-x*+4

L'ascissa (soluzione
dell’equazione) e:

,L5<x<?2



1
e +x>0

La disequazione ha come
soluzione tutti i valori di X in
corrispondenza dei quali
I'ordinata della funzione
esponenziale al primo
memlbro risulti maggiore di
quella al secondo
membro, che € una retta:

1.5

0.54

T
-3.5

T
-2.5

Soluzione

x>-1

-0.5

T
0.5
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f(x)=x-e™

1. Dominio
x>0 = C.E.logaritmo . x>0 .
. soluzione > DOMINIO > D — RO _ {1}
Inx=0 = C.E. frazione x=1

2. Simmetrie

La funzione non € pari né dispari, € lo possiomo asserire senza
fare i conti perché il dominio non & simmefrico rispetto
all'origine, ossia la funzione si frova tutta a destra dell’origine.



3. Segno della funzione

f(x) > O — x- em > O soluzione S 0 soluzione >
elnx > 0 VX E D

| x>0 {x>0

Nel dominio della funzione, sia x che la funzione esponenziale &

positiva. La funzione risulta positiva poiché prodotto di funzioni
positive.

4. Intersezione assi

Poiche la funzione esiste per x>0 ed e positiva in questo
intervallo, non puo avere intersezioni con gli assi cartesiani.



5. Grafico

-0.1-




In(x)-1
In x

J(x)=

1. Dominio

{x >0 = C.E.logaritmo . {x >0

DOMINIO D=R+_ 1 _ 01 U 1
Inx=0 = C.E. frazione o =} =]01[ U Jlivee]

x#1

2. Simmetrie

La funzione non e pari né dispari, e lo possiamo asserire senza
fare i conti perché I dominio non € simmetrico rispetto
all'origine, ossia la funzione si tfrova tutta a destra dell’ origine.



3. Segno della funzione

_ | Inx-1>0 | xX>e
f (x) > O - lnx 1 > O soluzione S soluzione S
In x Inx>0 x>1
O Vx € 0;1[ UJl;+oo
- — f(x)>0 per Vx &€ |0;1f U [l;+00
Qu "_ L 33
LA Fuiptiong] | f(x)<0 per Vx€ |l;¢|
HOH ESISTE L.

4. Intersezione assi

=0
. solzione _ y = O .
X:9lnx-1 '{ = A=(e;0)
=0 xX=e
| Inx
r'x = O In0
Y ;5 n0 -1 non et s pon ci sono intersezioni con l'asse y
y =
( In0




5. Grafico




f(x)= ‘xz —1"€2x

1. Dominio

La funzione data ha come dominio I'insieme R in quanto ¢ |l
prodotto di due funzioni che hanno come dominio R:

{‘XJ _ 1‘ dominio R OMINIO DR ]_Oo. +oo[

2x dominio
e R

2. Simmetrie

flex)=|x* =1]e™ = f(x) = = (x)

La funzione non € pari né dispari, quindi non presenta
simmetrie.



3. Segno della funzione

f

f(x)>0 = ‘X2—1‘°32x>0 soluzione _, | x2—1‘>() . {VXER

\e2x>0 VxER

La funzione e sempre positiva nel suo dominio (franne quando
si annulla) perché data dal prodotto di due funzioni sempre
positive ( o al piu nulle - la prima - ).

4. Intersezione assi

[
S

x==]

y=0 L y
X solgione = A=(1;0) B=(-10)
‘x -1\=0

x=0 soluzione
Y: y=|—1|-e0=1 > C=(0;1)



5. Grafico

3.5

2.5

1.5



2z

f(0 =

1. Dominio

L'unica condizione da porre e sulla frazione, in quanto la
funzione esponenziale ha come dominio R:

x-120 — C.E. frazione —=*>— Vx =1 — D=]—OO;1[ U ]1;+oo[

2. Simmetrie

2

fEx)=e7 = f(x) = - f(x)

La funzione non € pari né dispari, quindi non presenta
simmetrie.



3. Segno della funzione

2

f(X)>O — eﬁ >0 soluzione 5 VXED

Non c'e bisogno di fare nessun calcolo in quanto la funzione
in esame, essendo una funzione esponenziale, € sempre
positiva nel suo dominio.

4. Intersezione assi

y=0
X:q 2 solzione o A int ersezioni
e~ =0
x=0
' )
Y : i soluzione 5 A — (O,e )



—>
10

5. Grafico




F(x) = 1n(’“—2)

x+1
1. Dominio
2 2
X . soluzione X > O soluzione
>0 — C.E.logaritmo —< bugione 5 x =0 v x>-1
x-1>0

x—1
D =]-1;0[ U ]0;+o|

2. Simmetrie

2
X

f(—X)=1n( )?ﬁf(X)#—f(X)

—x+1

La funzione non € pari né dispari, quindi non presenta
simmetrie.



3. Segno della funzione

2 definizione 2 2N
f(x)>0 = In >0 —loparime , A gy X 7 1>0
x+1 x+1 x+1
soluzione xz_'x_1>0 x<1_\/§vx>1+\/§
> — 2) )
x+1>0
x> -1

1-/5

f(x)>0 per Vxe&€ |-1,———| U

j+00

1+\/§. [

2

f(x)<0 per Vx€&

1—\/5.1+\/§
S

2



4. Intersezione assi

y=0 =0 =0
X: 2 solzione . ’ 2 - y2 soluzione A= 1—\/30 B= 1+\/§
| 2 )=0 Y x-x-1_, 2 2
X+ x+1 x+1
X=0 an.
Y: ( 0 ) —nonesiste 5 4 intersezioni
y=In| —
0+1

5. Grafico




1

f(x)=(x=-2)"e~*

1. Dominio x=0 — C.E. frazione dominio_, D=]—oo;()[ U ]();+oo[

2. Simmetrie f(=x)=(=x=2)"e* = f(x)=—f(x)

La funzione non € pari né dispari, gquindi non presenta
simmetrie.

4. Intersezione assi

soluzione

y = 0 funzione esponenziale = O — 0 _
X . { sempre=0 y , o y soluzione A — (2’0)
(x-2=0 |x=2

Non ci sono intersezioni con I'asse y in quanto in x=0 la funzione
non esiste.



4. Segno della funzione

1

f(x)>0 = (x=2)*¢ *>0

-(x_2)2 S O soluzione . V.x c D_{z}

1

e’ > O soluzione > Vx e D

La funzione € sempre positiva nel suo dominio, franne in x=2

dove si annulla.

5. Grafico

50

40

304

204
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APPLICAZIONI



La popolazione di un certo Stato, che nel 1990 era di 8 milioni
di persone, cresce del 3% all’anno secondo la legge:

N = N,e"

dove: N=popolazione, espressa in milioni di persone, presente t
anni dopo il 1990; Ny=popolazione iniziale nel 1990; k=costante
di crescita.

1. Calcolare k; 2. Determinare N nel 2000; 3. Indica la
previsione di N nel 2020; 4. Calcolare il fempo necessario per |l
raddoppio della popolazione.

1. Facciamo il logaritmo di entrambi i membri e ricaviaomo k:

N=N ekt isoliamo_e" ekt _ N logaritmo In ekt —In N
= IV, > = > — -
NO NO

N

propr.ietc‘\z N ln N

log aritmi S kt lne — ln In e=1 5 k _ 0

N, ’




Tenendo presente che la crescita della popolazione € del 3%
all’'anno, allora otteniomo:

N
In—
N=Ny+3% di N,
- N, O . kln (8000000 +240000) —In1.03=0.03
t 8000000

2. Conoscendo la costante di crescita k, la popolazione N nel
2000 vale:

N = N,e" =8000000 - "' =10.751.130 abitanti

3. Conlalegge di crescita data, la previsione nel 2020 e:

N = N,e" =8000000- """ =19.674.989 abitanti

4. |l tempo necessario affinché raddoppi la popolazione, é:

2N,

In
kt=ln£ NNy o o N, =1I12 In2

N, kK k  Inl,03

=23.45 anni




Il numero di baftteri in una certa coltura raddoppia in 20 minuti.
Si conosce il numero iniziale Ny=500.

1. Scrivere un'equazione che permetta di determinare in
numero N di batteri presenti t minuti piu tardi 2. calcolare |l
valore di N dopo 60 minuti 3. Dopo quanto tempo | batteri
sono 2.350.000.

1. Assumendo una legge di fipo esponenziale: N = Noekt

la costante di crescita vale:

N _ Noekt isoliamo " S ekt _ ﬁ log aritmo S ln ekt _ lnl
N, N,
proprieta N Ine=1 n?2
ogaril s ftlne=In— —=A2N 5 o =
N, 20
Quindi, I'equazione che descrive In2

la crescita dei batteri ha la forma: N =500-¢2



2. Conoscendo la legge di crescita dei batter, il loro numero
dopo 60 minuti e pari a:

ln2.60

N=500-¢2 =4000 batteri

3. Dopo quanto tempo i batteri sono 2.350.0007¢

|- 2:350.000

N0=500 N=2.350.000

k=2l k=In2/20 >t = 500 - 244 minut
N, In2

20



Legge del decadimento radioattivo

Definizione Nucleo radioattivo cadissiong 1"
La radioattivita o ~ F ®.9
decadimento radioattivo & 9

I"emissione di una o piu
particelle da parte di un 1 B Nuove nucleo

atomo. L'afomo radioattivo ) Neutrone @ Elettrone

(radionuclide) si frasforma o
. . . ‘ Protone @ Antineutrino 14 N
quindi In un altro atomo, che ?
pU(\) essere a sua volta 8 neutroni 7 neutroni
: : - 6 protoni 7 protoni
radioattivo oppure stabile. il T
740 AN g Y
6 7 g

iy No=numero nuclei radioattivi al tempo t=0
N = Noe N=numero nuclei radioattivi al tempo A =costante
di decadimento che dipende dal radionuclide
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Come si forma il #*C?2 |
neutroni prodoftfi dai raggi

cosmici negli strati alti \/ .

dell’atmosfera si combinano =, 0 e

o %3 S

con |'azoto e producono 0w o

4C. Il radiocarbonio si ‘\ Fa &
combina con 'ossigeno e si |
muove liberamente

nell'’atmosfera sotto forma =
di anidride carbonica. In
questo modo viene
assorbito dalle piante, dagli
animali, e dall’'uomo.




Dopo la morte l'organismo non assorbe piu #C, cosi la
quantita dell'isotopo “C diminuisce secondo la legge del
decadimento radioattivo:

N(t)= N,e™

v' Ny=numero di atomi di '*C nell’organismo vivente, ossia a t=0
v' N(t) = numero di atomi di “C al giorno d'oggi (dopo t anni dalla
morte dell’organismo). N(t) si misura a partire da un campione

del reperto da datare
v A =tasso di decadimento del '*C, noto sperimentalmente

Possiamo quindi detferminare quanto tfempo € intercorso
dalla morte di un dato organismo.



kt

N(f) — Noe—)tt isoliamo e S e—)tt _ M log aritmo S lne _ hl N(t)
Ny N,
proprieta logaritmi
Ine=1 >—)Lt=1nN(t)—>t=_l.1nN(t)
N, A N,

Grazie a questa formula e possibile ricavare I'eta di un
dato resto organico misurando la quantita di “C
presente nel campione.




Stimare I'eta della Sindone, sapendo che la percentuale di “C
si e ridotta del 10% rispetto a quella originaria.

Come avviene |I'analisi del reperto:

Metodo della spettrometria di massa A et
produce
‘ Carbonio stahile e *4C
che & instabile.
®
Un piccolo frammento del o
e S O o
fossile & bruciato affinché si ®)
trasformi in anidride carbonica.
e sapendo che il **C decade in in Azotold, emettendo un . Carbonio14
un arco di anni conosciuto, puod elettrone.
determinare lasua et3,

misurando quanto ne & restato. ‘ '

Azoto
@

Elettrone

Il rivelatore registra

il numero di

Gli organismi viventi durante la elettroni emessi. E

loro vita assorbono il *2C. stabilisce 'eta del

reperto.




Come abbiamo dimostrato in precedenza, misurando la
quantita di *C presente nel campione, I'eta del resto
resto organico (nhel nostro caso un pezzo di stoffa tagliato
dal lenzuolo) e data da:

t=—l'lnN(t) 1 an,9IX70

- — =870 anni
A N, 1,21-10 N,

Dove la costante di decadimento vale:

In2  In2
T 5730
T =5730 anni — tempo di dimezzamento o emivita del "*C

A= =1,21-107* s~

Emivita: intervallo di tempo necessario affinché il numero di
radionuclidi N si riduca della meta.



Secondo il risultato dellesame,
eseqguito separatamente da fre
laboratori (Tucson, Oxford e Zurigo)
SU un campione di tessuto
prelevato appositamente, |l
lenzuolo va datato nellintervallo di
tempo compreso fra il 1260 e |l
1390. Questa datazione
corrisponde al periodo In cui st ha
la prima documentazione storica
che siriferisca con certezza allo
Sindone di Torino (1353).
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