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Progressioni arifmetiche
e geometriche



Calcola la ragione di una progressione geometrica di 5 termini 1 cui estremi sono, nell’ordine, — 5 © -8.

Soluzione

1
a=a;qt; as=agtt; -8=-3.q'; q'=16; q=FVI6=FV2'=F2.

: : . .. : : : : T : : 3 :
Calcola 1l numero n dei termini di una progressione geometrica di ragione } , primo termine Z ed n-esimo
. 1
termine —.
36
Soluzione
n-1

B 1 1 3 (1)"'1 4 1 43 (1)"_1 1 _(1) (1)3_(1)
In =" q = 36 4\3) ’° 336 32\3 27 \3) 3) ~\3)

Inserisci fra 1 termini 2 e 8v2 quattro numeri in modo da formare una progressione geometrica.
Soluzione

Determiniamo la ragione:
a, =a, - q"'; ag=a; q°*; 8V2=2-¢°; q° =42 ; g5 =+/42-2;

5
¢°=(V2) ; q=v2 .
[ termini della progressione geometrica sono: 2 , 2\2 , 4 , 42 , 8, 8V2 .




Determina il numero dei termini di una progressione geometrica avente ragione 2, somma 51 e 1l cui primo

termineé%.

Soluzione

s —q L1 51-L.2 "1 255 =2"_-1; 2"=1256; 2"=28 -8
n = ai q_l ) _5 2 -1 ’ - -4, - ) - ) n= .

Le lunghezze degli spigoli di un parallelepipedo rettangolo sono numeri interi e formano una progressione
geometrica di ragione 2. Quale delle seguenti misure puo rappresentare il volume del solido?

0 120 O 188 0 350 ¢ 500 0 nessuna delle precedenti
Soluzione
Le misure degli spigoli sono del tipo: x , 2x e 4x.
1l volume del parallelepipedo é quindi: V = x - 2x - 4x = 8x3 .
Il volume del solido deve essere rappresentato da un numero dato dal prodotto di 8 con un numero cubo perfetto.
Le misure idonee sono: 8-1*=8 , 8:23=64 , 8-3* =216 , 8-4% =512

Pertanto nessuna delle precedenti misure puo rappresentare il volume del solido.




Per quale valore di a 1tre numeri a —3, a, a +4 sono in progressione geometrica? Determina il settimo
termine di questa progressione.

Soluzione
a a-+4
= ; con a0 AN a+3
a—3 a
a’=(@-3)(a+4) ; a’ =a*+4a—-3a-12 ; a=12.

a 12 4
a,=a—-3=12-3 = ; a=a=12 ; q=a—3=12—3=§
Calcoliamo il settimo termine:

6




Calcola la seguente somma: 1 +x+x%+x3+ . . . +x"
Soluzione 1

Si tratta di una progressione geometrica di ragione X . I termini di questa somma sono n + 1.

Applicando la formula della somma dei termini di una progressione geometrica si ottiene:

q" -1
Sp,.=ay- ;
n a q—1

xn+1_1 xn+1_1
Sn+1=1'x_—1 =ﬁ con x #1.

Soluzione 2

q" -1
S, =aq- :
n 1 q—1
n__ n__ X x" —x XL
Sws1=1+S,=1+x" = 1+x- =1+ =1+ =
n+l n X — x—1 x—1 x—1

x—1 - ox-—1




Calcola 1l sesto termine di una progressione aritmetica di ragione 7 e primo termine 3 .
Soluzione

a,=a,+(n—-1)-d; ag=a;+(6-1)d =3+5-7 = 38.

Calcola la ragione di una progressione aritmetica di 4 termini 1 cui estremi sono, nell’ordine, 32 ¢ 50 .

Soluzione
a,=a;,+(n—-1)-d; a,=a,+@-1)-d; 50= 32+ 3d; 3d = 18; d=6.

. .. . . T 5 . 37
Calcola 1l primo termine di una progressione aritmetica di ragione ¢ ¢ottavo termine — .

Soluzione

37 5 37 35 2 1
an=a;+(n-1)d; ag=a, +(8-1)-d; ==+ W= T TET3

Calcola 1l numero n dei termini di una progressione aritmetica di ragione —11 , primo termine —10 ed n-
esimo termine —43 .

Soluzione
a,=a,+n—-1)-d; a,=a;,+(n-1)-d; —43 =-10+(n—-1) - (—=11);
—43 =-10—-11n+11; 11n=43-10+11; 11n = 44; n=4.




Calcola la somma dei primi1 diecit multipli di 4 diversi da zero.

Soluzione
a,=a,+n—-1)-d; ao=a,+(10—-1)d = 4+4+9-4 = 40 .

a, +a a, +a 4 + 40
Snzn-%; 510=10-%=10-T=5-44=220.

Calcola la somma dei primi n numeri pari diversi da zero.

Soluzione

Porm=1 - np=2n=2-1=2 Perm=2 - np=2n=2-2=4
a, +a 2+ 2n 2(1+4+n)

S,=n- 12 Ly n=n— =n-T=n-(n+1).

Esempio 14

Calcola la somma dei primi n numeri dispari diversi da zero.

Soluzione

Prm=1 - np=2n-1=2-1-1=1 Prm=2 - np=2n-1=2-2-1=3
a, +a 1+(2n-1) 2n

S,=n- 12 = Sp=n- 5 =n-7=n2.




Nel quadrato a lato, determina 1l valore di x per cui le tre
aree dei tre triangoli A;, A, Az sono in progressione
aritmetica.

Soluzione 4—-x

Le tre aree sono in progressione aritmetica se:

A, — A =A;—A,;

4-x x-(4—-x) 4-(4—-x) 4-x .
2 2 2 2

) 4x—x2_ 16 — 4x ) T
T T X
4x —4x + x*> =16 — 4x — 4x ;

x> +8x—-16=0;

X12=—4+V32=—-4+4J2 = x1=_4_4‘/§.

Dalla figura si osserva che la progressione € crescente.

Pertanto ¢ accettabile soltanto la soluzione positiva x, = —4 + 4v/2 .




Un atleta vuole preparare il suo programma di allenamento in vista della maratona. Intende correre a giorni
alterni, cominciando il primo allenamento con un percorso di Skm e aumentando progressivamente di un certo
numero di kilometri a ogni allenamento, in modo da arrivare a correre 42km dopo 150 giorni. Sapendo che le
distanze percorse formano una progressione aritmetica, calcola la ragione.
Soluzione
ap,=a;+(m—-1)-d ;
a;s=a,+((75-1)d ;

37

42=5+74-d ; 74d = 37 ; dzﬁ

N =

=05.
La ragione d = 0,5 km .

Calcola la somma dei primi n multipli del 3 diversi da zero.
Soluzione

Il primo multiplo di 3 diverso da zero e 3. L ’n-esimo multiplo di 3 e 3n .

Applicando la formula della somma dei termini di una progressione aritmetica si ottiene:

a, +a 3+3n 3
%; Sp=n—— ==n-(n+1)

Sn =1 2 2
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Dopo aver tracciato le due circonferenze:

B x* 1yt = €: x*+y*-6x=0
determinare:
a) le equazioni delle tangenti comuni;
b) le coordinate dei punti A e A’ di tangenza con 6 e B e B’ di tangenza con 6’;
c¢) l'area del trapezio AA’B’B.

a) La circonferenza € ha centro nell’origine
e raggio 1, la circonferenza 6" ha centro in
C(3; 0) e raggio 3. Le due circonferenze sono
secanti e 1 loro centri appartengono all’asse
x, percio le tangenti comuni sono due e si
intersecano in un punto O’ di tale asse.

Sia O’ (o; 0); dalla similitudine dei trian-
goli rettangoli O'OA e O’CB siricava che,

essendo CB = 30A:
0'C=300

da cui:

3-o=-30 = az—%

Dunque 0’(—%; O).




Le tangenti comuni sono le due rette del fascio di centro O’:

B
y=m(x+3)

che distano 1 dall’origine; quindi deve essere:

|3
2" 9

=1 =2 Zm?=1+m? = m=i-—-2
14+ m? 4 JE

Pertanio le tangenti comuni hanno equazioni:

r=t(x+3)

b) Pec determinare le coordinate dei punti di tangenza A e A’, si puo risolvere il sistema

3yt =]

e

oppure applicare il 1° teorema di Euclide al triangolo rettangolo O’OA:

A02=O'O-H0 =3 1=%-H_0 — H0=%




Percio H (—%; O) e ’ordinata di A é:

Pertanto le coordinate di A e A” sono:

(5%) (39

L’ordinata di B & tripla dell’ordinata di A; indicata con K la proiezione di B sull’asse x, si ha,
applicando il teorema di Pitagora:

CK=+9-5=2

Pertanto x B = OK =1 e le coordinate di B e B’ sono:

B(1; v5) B(1; —5)

I trapezio AA’B’B ha basi AA’ = 2@ ,

BB =2+/5 ealtezza HK = 1+%=%; pertanto 1’area ¢:

_1{,\5 5_20




Dopo aver studiato la natura del fascio di circonferenze:
A+ +(1+ky—12x-4(1+ky=0 (keR)
determinare il valore di k per cui si ottiene:

a) la circonferenza passante per B(-1; —1);
b) la circonferenza tangente nell’origine alla retta r: 3x + 2y = 0;
c¢) la circonferenza che ha il centro sulla retta s: x +y+4=0;

d) la circonferenza che ha raggio uguale a \/g ;

Scritta I’equazione nella forma:
R+y?—12x—4y + k(2 +y* - 4y)=0
st osserva che il fascio ¢ generato dalle circonferenze:

* v :x*+y* -12x-4y=0 che si ottiene per k=0
* Y+ y ~4y=0 che non fa parte del fascio




Risolvendo il sisterna formato dalle equazioni delle circonferenze generatrici si ottengono i punti
0(0; 0) e A((; 4); pertants ’equazione data rappresenta Vk # —1 il fascio di circonferenze secanti,
avente 1 punti (2 ¢ A come punti base e per asse radicale I’asse y.

y] A (0: 4)
B(-1:-1)
C(-6;2)

Y

Y




a) La circonferenza passante per il punto B(—1; —1) si ottiene imponendo la condizione:
(1+k)(-1)>+ (1 + k)(-1)> -12(-1) 41 + k)(-1) =0
soddisfatta dal valore k = -3, che sostituito nell’equazione del fascio fornisce I’equazione:
a:x*+y*+6x—4y=0
b) La retta tangente nell’origine alla circonferenza generica del fascio, determinata per esempio me-
diante la formula di sdoppiamento (vedi Osservazione 3, par. 3), ha equazione:
Ix+(1+ky=0

quindi deve essere 1+k=2,cio¢ k=1 affinché coincida con laretta r: 3x + 2y = 0. Sostituendo
tale valore di k nell’equazione [*], si ottiene la circonferenza:

b:x*+y*—6x—4y=0




¢) Imponiamo che il centro della circonferenza del fascio di coordinate:

6 . )

appartesiga alla retta s: x +y +4 =0, cioe che risulti:

6 — g
'1+—k+2+4—0 = k=-2

La circonferenza corrispondente ha equazione:
c:x*+y*+12x-4y=0

d) Imponiamo che il raggio della circonferenza generica sia uguale a J/5 , ottenendo:

[543

Elevando al quadrato e svolgendo i calcoli, I’equazione diventa (1 + k)= 36, da cui i due casi:
e 1+k=6 = k=5 = d:xX@+y"-2x-4y=0
* 1+k=—6 = k=-7 = d;XP+y"+2x-4y=0
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Problemi con
iU coniche



Scrivere ’equazione della parabola A con asse di simmetria parallelo all’asse delle y sapendo
che ha vertice V(2;— 1), e passa per il punto A(1,0).

Indicare con B ’ulteriore punto di intersezione della parabola con I’asse delle x.

Condurre la normale n (cio¢ la perpendicolare alla tangente) in B alla curva, indicando con D
I’ulteriore intersezione di n con la parabola.

Determinare sull’arco BD un punto R in modo che sia %5 I’area del triangolo RBD.

Scrivere I’equazione della circonferenza ¥ sapendo che ¢ tangente all’asse delle x, passa per

E(-1;2) e il suo centro appartiene alla retta di equazionex+y—-3=0.

Esistono due circonferenze che soddisfano queste condizioni: scegliere quella che giace nel
semipiano positivo delle ordinate.

Una retta del tipo y = k interseca 4 in Pe Q e ¥ in M ed N. Determinare k in modo che sia

MN = PQ.




| asse parab. A

tg in B alla parab.



- Ricerchiamo la parabola che ¢ del tipo y = ax* + bx + ¢, lo faremo imponendo il passaggio per il

vertice e il punto A dati, da cui il sistema:

A (a+b+c=0

Vi |[——=2

v, |- 2%

fa+b+c=0
=—4a
L b’ —4ac=4a

A

-

=—4a
a—4a+c=0
L 16a’— 4ac = 4a

A

da cui I’equazione della parabola y =x*—4x + 3

=—4a
c=3a
16a°— 4a(3a) = 4a

Elaboriamo la terza
16a” — 12a’> —4a=0
4a°~4a=0

a=10
a(a—l)=0/'

T =1

ne consegue
pera=0 ¢c=0 b=0
pera=1 ¢=3 b=-4




Determiniamo il punto B d’intersezione della parabola con I’asse delle x :

f

y=x"—4x +3
4

y=0

.
x> —4x+3=0

x; =1 da cui ritroviamo A(1;0)
X12 = 2¢J4—3=2i1=<

X; =3 B(3:;0) punto cercato

Ricerca tangente in B(3,0) dall’equaz. y — yo= m (x — Xo) da cui:
y—0=m(x-3)
y=m(x—3)




Impostiamo il sistema con la parabola trovata

r

y=x"—4x +3

y=m(x — 3)

sostituiamo la seconda nella prima
ed elaboriamo quest’ultima

X* —4x +3 =m(x — 3)

x> —4x + 3 =mx — 3m
X*—4x+3 - mx+3m=0
X*—x(@4+m)+3+3m=0

La cond. di tangenza ¢ A =0

cioé b® — 4ac = 0 quindi

(4+m)* + 4 (3+3m) =0

16+8m+m’— 12— 12m =0
m’—4m+4 =0

(m-2)%=0

m=2

Concludendo dall’equaz. generica
y =m(x — 3) abbiamo :

y=2(x-3)
y=2x—-6
y—-2x+6=0




La normale n in B (3,0) avra il coefficiente angolare pari all’antireciproco cio€¢ m’ = — 1 = 1

m 2
Conseguentemente 1’equazione della normale cercata ha espressione:

1 2y=—x+3
y=-—_(x=3) 2y+x-3=0
1
=—-—(x-3
5 x=3)

Ricerca del punto D, intersezione della normale n con la parabola A, mettiamole a sistema :

2 ly=x"—4x+3 MT LT,
+ /49 —
2y +x-3=0 x, =1 END =24
4
7+5
2 = — =
2y=2X"-8x+6 4
Per x, = 3 ritroviamo il punto B(3,0)
2y=—x+3 1 :
Per x;= 2 abbiamo
sostituiamo la seconda nella prima ed 1 4 1-8+12 5
elaboriamo quest’ultima: = 1 +5= T4 2

2% —8x+6=—x+3
2x°—8x+6+x—-3=0 { s
2x°—Tx+3=0 sonoD(E,Z)

Conseguentemente le coordinate del punto




Determiniamo ora il punto R di ascissa generica z appartenente all’arco BD della parabola A e
quindi di ordinata che gli compete y, = z* — 4z + 3, i punti del triangolo hanno coordinate:

R(z; 2> — 4z + 3) B(3;0) D(% ,%)

Gli estremi dell’arco ci impongono le limitazioni %< z<3 e % <y, <-1
Dall’applicazione della condizione richiesta avremo Ai(RBD) = %

applicazione della formula matriciale di Sarrus:
Inserite le tre coordinate dei vertici del triangolo per righe, inserire una colonna di termini unitari,
ripetendo quindi le tre coordinate dei punti, € procedere come nello schema sottostante:

1
25[(x1y21+y11x3 +lx2y3)—(1y2x3 +x, 1y, +y1x21)]

- - - + + +
Da cui nel nostro caso:




AyRBD)=

3 0 1 3 0 )
R I T A RS | B W M.t —[52+3(22—4z+3)+0] -
21 2 4 2 4 21 4 2 4
z z°—4z+3 1 z z*—4z+3

i 2
21 1_5+z 4z+3_52_3(22_4z+3)]

2| 4 2 4
Da cui:
2_
N,z o843 32 42 gr43)|=2
2| 4 2 4 8
2
E_'_z 4z+3_52_3(22_4z+3)=g
4 2 4 4

2
z —4z+3_52_3(22_4z+3)=0
2 4
27> —82+6—-52122*—482-36=0
1022 +352-30=0
222 -T2+ 6=0




7-1 6 3
Zl__=_=_
4 4 2
7149 —48
Lo T+1_8_,
4 4

Perz,= 3 sihay,=z"—4z+3 = 2—4o§+3=9_24+3=_2=
2 4 2 4 4

-3

Perzz=% sihay,=z"—-4z+3=4-8+3=-1

Concludendo:
Ry( 5 , — 3) non accettabile per la condizione — <y,<-1

R,(2 ; —1) accettabile coincidente con il vertice della parabola.




Ricerchiamo I’equazione della circonferenza del tipo x* + y* + ax + by + ¢ = 0.

Per impostare il sistema risolvente di tre incognite in tre equazioni avremo

a) imporre il passaggio per E(-1;2)

la circonferenza ¢ tangente all’asse delle x di equazione y =0

1’ultima condizione ci ¢ data dal fatto che C appartiene alla retta x + y— 3 = 0. E’ chiaro altresi che
il centro giace anche sulla perpendicolare al punto di tangenza sull’asse x ( coincidente con il

raggio.

a) I" equaz. passaggioper E(—1;2) : 1+4—-a+2b+c=0 <cio¢ 5—a+2b+c=0
b) II* equaz. ; sappiamo che la circonferenza y € tangente all’asse delle x di eq. y = 0 quindi:

X*+y +ax+by+c=0
y=0

da cui dopo la sostituzione

x*+ax+c=0 e dallacondizione di tangenza A = 0 cioé b> —4ac =0 si ha

a’ — 4c =0 quindi : a=+2Jc

c) I‘nﬁne I’ultima condizione ci ¢ data dal fatto che il centro C appartiene alla retta x + y—3 =0.
E, altresi, chiaro che il centro giace anche sulla perpendicolare al punto di tangenza sull’asse x.




I1 punto generico di contatto avra coordinate S(xs,0), ed il centro sara dato dall’intersezione delle
due rette

x+y-3=0
X =Xg retta//allay

X = Xg
{ys =3 —Xg da cui le coordinate generiche del centro C(—%;— g) =(x5;3—xg)

Inoltre 1’eq. generica x> + y* + ax + by + ¢ = 0 essendo noto il valore di a * 2/c =0, ciog
per la parte negativa a — 2Je=0¢e

per quella positiva a + 24/c =0 quindi a= —2Jc
€ avremo

a=-2c
x*+y*+ax+by+c=0 sostituendo

X +y — 2We x + by + ¢ =0 imponendo il passaggio per il punto S(xs,0),
xs2 —2«/Exs+c=0

Xg12= \/Zi\/c—c=\/z




Se ne deduce che C(—%;— g) =(xg;3—x5)= (\/Z 23— «/E) da cui il sistema risolvente
(5—a+2b+c=0

a=-2c gia utilizzata e ritrovata

_é=3_\/g
2

-

(5—a+2b+c=0
a=—2\/z
ézﬁ_3
2

-

(a= —2\/2
1b=2Jc-6
5 —a + 2b + ¢ =0 sostituiamo ed elaboriamo 1’ultima




<

5+2c +2(2Vc —6)+¢c=0
5+2Je + 4e—12 +¢=0
6Jc +c—7 =0

(67 ) =(7-c)
36¢c =49 —14¢ + ¢
49 —14¢ + c*-36¢ =0

¢’~50c+49=0
C1— 1
c12 =25+ /62549 =25+/576 =25+ 24= <
Cr= 49
Ne consegue:
(01 =1
a=-2  dacuil’eq. della circonferenza x> +y* —2x —4y+1=0 Eq. cercata
\b=—4 1+4+2—-8+1=0 pass. per E(— 1;2)
(¢, =49

a=-14  dacuil’eq. della circonferenza x* + y* — 14x + 20y + 49 = 0
b=20 1 +4+14 +32+ 49 #0 non pass. per E(— 1;2)




Bastera verificare il passaggio per E , o cercarne il centro C(— d ;——) , solo la prima soddisfa le

condizioni.
La parabola A interseca y =k in P(xp;k) € Q(xq;k) mentre
La circonferenza ¥ interseca y =k in M (xp.k) € N(xn;k)

Dovra essere MN = PQ, ed essendo 1 punti posti sull’orizzontale bastera fare la differenza delle
ascisse. Quindi :
1) dalla parabola A si ha:

k
x*

y
y —4x +3

Sostituendo ed elaborando si ha
X' —4x+3-k=0

xp=2—-+1+k

X, =2%4-B-k)=2%1+k= <;
Q=2+A1+k
PQ:XQ—Xp: 2+1+k -2+1+k=2J1+k




2) dalla circonferenza ¥ si ha:

y=k
{y=x2+y2—2x—4y+1

Sostituendo ed elaborando si ha
x> +k*-2x -4k +1=0

XM= 1—\/4k—k2
¥y =1t - (k: —dk+1) =121 k> + 4k —1=1+ak k> ="

\A)(N=1+\/4k—k2

MN =xn—xpm= 1+Vadk—k* —1++/dk —k? =24k — k*

Da cui essendo PQ = MN abbiamo

2J1+k =24k — k* equazione irrazionale

prima di svolgerla vediamone le condizioni, dai radicandi abbiamo:

(1+%>0
<
-k +4k>0
_ — 1| soluzione
k>-1 T |
N --
\k"' — 4k <0 a>0 f(k) <0 A> 0 verificata per valori interni 0 <k <4 0 4

La condizione ¢ riscontrabile anche geometricamente in quanto y =k interseca la ¥ fino
all’ordinata massima che ¢ pari a y = 4; tangente alla ¥ .




Risolviamo

(2J1+ 2= (2V4k - k* )

dk-KP=1+k
4k -k*-1-k=0
—4k+K*+1+k=0
K—3k +1=0
k1=3_‘/§z0,38
2
3+./9-4 3145
ki, = = =
2 2
k,= 3+2*/§z2,61

Valori ambedue accettabili perche entro 1 limiti.




Verifichiamolo con uno dei due valori ad esempio con k.

PQ)= (2\1+k =4 [2+32+*E]=10+2J§

2 2 4

(MNy?= (2m)2=4H3+‘EJ—(3*£J2]=4[2(3+ﬁ)—(9+6‘5+5ﬂz

=4{24+8«/§—14—6«/§]=10+2\/§

4
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Logaritmi



Equazioni logaritmiche
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Disequazioni logaritmiche
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Equazioni esponenzidli
risolublli con I logaritmi
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Disequazioni esponenziali
risolublli con I logaritmi
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