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Dominio
di una funzione



Determinare il dominio della funzione

_ x* —1
2342210z + 8

Y

Anche in questo caso bisogna porre il denominatore diverso da zero
3 2
z°+z°— 10z + 8 #0

Utlizzando la regola di Ruffini € possibile scomporre il polinomio di terzo grado
nel prodotto dei due fattori

z° +2* — 10z + 8 = (z — 1) (2° + 2z — 8)

(Il secondo fattore potrebbe essere scomposto ancora con il metodo di Ruffini)
Il dominio D della funzione si determina ponendo

x—1#0
2 4+22x -840

La prima inequazione da come risultato

z # 1 (4)



Risolviamo I'inequazione z? 4 2z — 8 # 0 utilizzando la formula ridotta

2 =148=0
T127# —1+£3
da cui
T, # —4 (5)
T1 # 2 (6)

La soluzione formata dalle (4), (5) e (6) fornisce anche il dominio della funzione:
D={zeRlz# -4V #1Va#2}

D=R~{-4,1,2}



Determinare il dominio della funzione

Anche in questo caso, trattandosi di una funzione irrazionale, dovremo porre
il radicando maggiore o uguale a zero e studiare la disequazione:

x? — 4z
Tz 2° )

si tratta di una disequazione fratta da studiare ponendo maggiore o uguale a
zero il numeratore (V) e maggiore a zero il denominatore (D) per poi studiare

il prodotto dei segni:
N>0;, z°—-4z>0; z(z—4)>0
da cui

Ny > 0; z—42>0; >4

Studiamo il segno del denominatore:

D > 0; 1—z%>0; z2—-1<0



Dall’equazione associata ricaviamo le due soluzione (vedi esercizio precedente)
r1 = —1 e x9 = 1, ma essendo questa volta il verso della disequazione discorde
rispetto al coefficiente di z? si avra:

—-l<z<l1

Ricapitolando

D > 0; -l<z<1

Non essendoci soluzioni di molteplicitd pari ? si avra alternanza di segni negli

intervalli individuati dalle soluzioni stesse, ed assumendo la frazione valore neg-
ativo per x = —2, valore minore della soluzione piu piccola, si avra la seguente
alternanza dei segni negli intervalli individuati dalle soluzioni:

(— sexe]—o0;—1f
2

+ seze€|-1;0]
la frazione % assume segno { — se z € |0; 1]

+ sex €]l;4]
— sez € |4;+400]




Confrontando i segni degli intervalli con il verso della disequazione (8) si puo
concludere che il dominio della funzione é:

D={zecR|l-1<z<0Vi<z<4}

D =]-1;0]U]1 : 4]

essendo £ = 0 e x = 4 inclusi in quanto soluzioni del numeratore.

Verifichiamolo graficamente




Determinare il dominio della funzione

VZ3

3
+v—22 + 2+ 30
zT—9

y:

In questo caso abbiamo due radici e un termine frazionario. Le tre condizioni

vanno messe a sistema: \
z“—-3>0

z—5#0 (10)
22 —-2-30<0

Per la seconda radice abbiamo cambiato il segno di tutti i termini e il verso
della disequazione. Risolviamo la prima disequazione della (10). Consideriamo
I’equazione associata:

> —-3=0
=3

da cui si ottengono le due soluzioni opposte

v =3
D={zeRl-2<z<1}
D = [-2;1]

z =13



Avendo trovato due soluzioni distinte il A associato ¢ positivo per cui la
soluzione della disequazione (10) ¢ data dall’insieme degli intervalli esterni
rispetto alle due soluzioni ottenute

z<—V3vz>+V3 (11)
L’inequazione z — 5 # 0 ha soluzione
x#b5 (12)
L’ultima disequazione ¢ di secondo grado completa :

A=1+120=121

1 ++/121 14+11
e B e

Le soluzioni dell’equazione associata sono:

Lo_l-11_ -1 .
T2 T T2
€
1411 12

=6

T2 2 2



2 — g — 30 < 0 sara dunque:

La soluzione della disequazione x
—-5< <6

Riportiamo la (10), la 12 e la (13) sul grafico del sistema:

N\
N:

da cul ricaviamo il dominio:

D:{x€R|—5§x§—\/§V\/§§x§6V:c7é5}

D = |-5—v3| U |v3;5 U] 5;6]

(13)
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Definizione di limite



lim f(x)=1

X%XO

limelx=0

x—0"

La funzione e definita in qualsiasi intorno di 0, eccetto per x=0. Possiamo prosequire per

x#0
Occorre mostrare che, comunqgue si scelga
e>0
arbitrariamente piccolo, la disuguaglianza
es — 0| <E€

sia verificata per tutti i valori di x di un opportuno intorno sinistro di 0. Risolviamo ora la
disequazione nell'incognita x:




La funzione esponenziale € sempre positiva, possiamo togliere il modulo:

1

ex < ¢
lneé<lne
1
—Ilne < lne
b
l<lne
b
1
— —lne< 0
b
1 —xl1
xlne <0
X

N>0->1—-xIne>0->xlhe<1



IL Logaritmo di epsilon € un numero negativo, quindi:

N>0—>Jclnes'<l—>.1c>L
Ine

D>0-x>0

Facendo la tabella dei segni di numeratore e denominatore, si ottiene che la frazione

l—xIn
* e<0—>x>i/\x<0
X Ine

1
— 0
* € (lne )

Visto che quest'ultimo intervallo costituisce un intorno sinistro di zero, possiamo affermare che il

ovvero

limite & verificato.



X ~| X+

/Em %7()() = ,Z <>
XX,
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A 2 z
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2
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X= 7
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lim f(x)=1

& + 1
im &1 — 1

X—+00

La funzione e definita per ogni x reale. Occorre mostrare che, comunque si scelga

e>0

arbitrariamente piccolo, la disuguaglianza

e+ 1
ex

—1'<8

sia verificata per tutti i valori di x di un opportuno intorno di +infinito. Risolviamo ora la disequazione
nell'incognita x:

e +1 ‘ ‘e"+1—e")
-1l <e—> . <€
e

ex
1 1 . 1
—|<e-> — <e-> || > —
ex |e*| £
1 1
€< —— Ve >+—

£ £



Analizzando gli intervalli:

1
e < ——
€

risulta impossibile, mentre
. 1 1

e >+— —>x>In— - x> —-Ine¢
€ €
Otteniamo quindi
(—Ine; +00)

Visto che quest'ultimo intervallo costituisce un intorno di +infinito, possiamo affermare che il limite &
verificato.
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La funzione e definita per
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Occorre mostrare che, comunque si scelga
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sia verificata per tutti i valori di x di un opportuno intorno di 2.
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Visto che quest'ultimo intervallo costituisce un intorno di 2, possiamo affermare che il limite &
verificato.
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Calcolo del Iimiti
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In questo modo ci siamo ricondotti quasi al limite notevole del esponenziale (a meno di un segno)
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Spezziamo il limite come prodotto di piu limiti:
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Sostituendo 0 al posto di x si ha la forma %.
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Derivate e loro
applicazione



Definizione di derivata
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Calcolo di derivate

, ot X ?
v f /
~“— = SahXx L ’1/) HaX + Co S X —— .
y ‘ L0 X
CoSX—|
l

CoSX

{ /
P {
7 ( 1 7 /\) L ¢ \ $a2 & ,“\' C oo
%,
. X "
./ X ¢ (/ X & S X
Y =1 ) ) )
\/ " 2 , , SX
Ko j S X L X m————
o/ ( Sau X
/
X . I =
< 7 \( ) ,\X e /-7? ’

Oppure applicare direttamente la seguente formula:
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Oppure applicare direttamente la seguente formula:

D[ G = [fef™-

g(x) - f'(x)

g'(x) - In[ f(x)] +

f(x)
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Oppure applicare direttamente la seguente formula:

N g(x) f(x)
g'(x) - In[ f(x)] + £

D [ f(x)]g(x) — [ f(x)]g(x) .
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y = e|1Tlx_1|

Iniziamo con il dominio:

Abbiamo un denominatore, dobbiamo richiedere che esso sia diverso da zero:
|l —x#0 << = #1

Il dominio & quindi:

dom(f) =(—o0.1) U (1. +00)




Segno della funzione
La funzione & sempre positiva nel dominio, lo possiamo asserire perché la funzione e esponenziale.

Limiti agli estremi del dominio

lim e=|l+x_1| — €
I—»—0C

Abbiamo un asintoto orizzontale sinistro di equazione y = ¢

lim (-,|1+,—1| = ¢
L1000

yy = ¢ € anche asintoto orizzontale sinistro. Non abbiamo asintoti obliqui.

I | =1 =
11 ¢ x p— —+—nx)

r—+1"

lim ¢'|ﬁ_l|

r—+17

p—e -+—1X)

1+ = 1 € un asintoto verticale.



Per studiare la monotonia della funzione, dobbiamo calcolare prima la derivata prima. Ci conviene
scrivere la funzione in modo diverso, utilizzando la definizione di valore assoluto. Cominciamo con lo
studio del segno dell'argomento del valore assoluto.

| | —1+=x T
-1 >0 &= —4mM— > () = ()

1l —x | —x |l —=x

Studiamo separatamente il segno del numeratore e del denominatore:

|l —x >0 < r <1
Tabuliamo i segno:

--------- O+++++++++
+++++++++0+++4+1----

--------- O++++1----

di conseguenza la funzione é:

el-: se )< <1

fle) =9 _ -

e -+ sexr<(0Vr>l1




Possiamo calcolare la derivata prima:

I
¢ [—!

— sel)<xr <1
f,(J') = (= ‘IT):—,

— a7 ser<OVae>1

Abbiamo dei dubbi di derivabilita nel punto 0:

#(0) = lim f(0+h) - f(0) _

h—0~ h

fL(0) = lim c -

h—0— h

Moltiplichiamo e dividiamo per —(1 — /;) il denominatore

, _ e" T — 1
)) =
f=(0) hl-lf«l)l— —(1 = h)—2—

h
. | . yT—h — 1
fL(0) = lim ——— - lim (,— — —1
h—=0- 1 —h h=0- —(l'—hb




mentre:

f+(0) = hll:(l)l+ h

moltiplichiamo e dividiamo per | — J, il denominatore:

[
"l*h — 1

’(()): [1m =1
f_+_ ) h—0+ (1 —_— h)“ﬁh)

Il limite destro e il limite sinistro sono finiti ma non coincidono, quindi ;- — () € un punto di non
derivabilita. Abbiamo un punto angoloso.

Lo studio della derivata prima per i massimi e i minimi & immediato. Nota infatti che la derivata prima
e positiva per () < » < | mentre € negativa per x<0 o x>1, quindi la funzione é:

decrescentein p < () r > 1
crescentein() < p < |




Per la convessita dobbiamo studiare la derivata seconda @

(=

eT—7(3-2 -
3 .” se )< ar <1
(x—1)

1"
[ x) = 4

eT=7 (22— V
‘ (2r~1) ser<(OVar>I1

L (x—1)1

Studiare il segno della derivata seconda & sempre tranquilla, questo perché per () < 1 < ] essa
positiva, quindi la funzione & convessa.

Per » < () la derivata seconda € negativa, quindi la funzione € concava.

Per » ~ 1 la derivata seconda € positiva, quindi la funzione € convessa
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f(x) = asin(sqrt(2 x - 7))
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f(x) =atan(1 /(1 - x))
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Integrali immediati

f f (x)]af (x)dx = [fcix-)l-]al +¢, cona#—1
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-4 +x%]7 /
— Jx ~/ (H\ ’x o,-- = ZLJ (/** ) : ?x*o/x’ = ; —Q—i)— +C = p"/":;ﬁvL C

f f'(x)cosf(x) dx = senf(x) + ¢

Cof Xoq X | » , /) ,
> di___ d’X :f La‘)_S(&?((j X) ' ;(L o/ = f£en ,[1\,(} X +




f(x)
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dx = In| f(x)|+ ¢

f S Ix = - - oy = — 4 /73 ! f‘Z{x{ +C
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dx 1= = 4l N SEE S VN
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Integrali funzioni razionali fratte

X ~A-28

, f 4 B m-/um =1 (A+8)
¥ (x) = - = e of e 2
axal | e 2) (x~1) X =2 X~ x=2) (x-1)
44820 [B=-A [ B>l
{»mZ’—i ~A+2A =1 A =1
fix) = S
7 (x) = X — |
i p . ' | X=2
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AX+2A +Bx-38 (A'*BJ)( +2A-373

o) = 1 i A B
fog=slo s LA, B AX
x ~x -6 (-3) (x+2) X =3 X+ (x=3)(x+2) (¢-3) (x+2)
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{A+g~:o { 3=-A {B'—'“‘g
A-38 = SA = A= L j=4 L1 1
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Metodo intfegrazione per sostituzione

[ ro= [ fle®]g'®adr

j/.e3x—lctx

Ponendo

ricaviamo X;

e quindi

t=3x-1
1+t
Xr= ——
3
dx 1

Ora, ritornando all'integrale iniziale:

1

3x-1
dx = - —dt
/e . / :
/(23”‘C ldx——/e’dt
/e3x"1dx = —e +C

Risulta quindi:

1
/e3x—ldx — 3x—l +C
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ex+ 2

e

Ponendo
ricaviamo X:
e quindi
dx
dt

t=¢e"

x=Int

1 1
= — = dx = —dt

[ [

Ora, ritornando all'integrale iniziale:

e t. =
dx = L dt
ex+2 = / + 2
= —dt
dx = /t+2

e*
/ dx =Inlt+2|+C
eX+2

Risulta quindi:

e
/e1+2dx_

ex+2

In(e* +2) +

C
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In
X ax

Ponendo
t=Inx
ricaviamo Xx:
x=¢é€
e quindi
dx
— =¢ - dx=¢€dt
dt

Ora, ritornando all'integrale iniziale:

1
/de—/tdt

Risulta quindi:

1
/de_ x

1 t
/de—/—e’dt
et
|
/de— —+C

+C




1
d
/l+ex *

Ponendo
t=¢
ricaviamo Xx:
x=1Int
e quindi
% = % — dx = %dt

Ora, ritornando all'integrale iniziale:

1 1 1
/ dx = — . —dt
1+ e 1+1 ¢

1 1
dx = dt
/1+ex . /t(t+1)




L'integrale diventa:

1 1
[ hiem [lae [ La
1 +e* ! t+1

1
/ dx=1In|t| —In|t+ 1|+ C
1 + €*

Risulta quindi:

1 X
/1+exdx=lne ~In(e*+1)+C

1
/1+exdx=x—ln(ex+l)+C
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Ponendo
X = sint
ricaviamo t:
t = arcsinx
e quindi
% = cost — dx = cos tdt

Ora, ritornando all'integrale iniziale:

/\/l—xzdx=/\/l—sinztcostdt
/\/l—xzdx=/cos7'tdt




Ricordando la formula di riduzione del coseno:

) 1 + cos 2t
cos“t =

2
abbiamo che
2 1
1 —x dx=§ dt + [ cos2tdt
/\/1 — x%dx = l(t+ lsin2t) +C
2 2
2 1 -
1 —x“dx = §(t+smtcost)+C
1
/\/1 — x%dx = §(t+sint\/l — sin? x) +C
Risulta quindi:

/\/1 — x%dx = %(arcsinx+x\/1—x2> +C




/ dx
xX—4/x+2

Ponendo
t=4x+2
ricaviamo Xx:
x=1t>-2
e quindi
% = 2t =» dx = 2tdt

Ora, ritornando all’integrale iniziale:

/ / 2tdt
x - \/x+ 12 —

/ - —/ 2 dt
x—vx+2 J ¢+D(@-2)




Ricaviamo A e B tali che

2t _ A B
C+D)@E-2) t+1 -2
2t _(A+B)t—-2A+B
t+1D)@E-2)  (t+D@E-2)
2 4
A=3:8=3

L'integrale diventa:

——dt+ — —dt
x—Vx+ /H'l /

ax —ln|t+ 1| + —lnlt— 2|+ C

x—+v/x+2 3 3

Risulta quindi:

dx
XxX—vVx+2

Eln(\/_x+ 2+1) + —1n|\/—x+ 2-2|+C
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Metodo integrazione per parti

[f0) - g'x) dx = f(x) - g(x) — [ %) - g(x) dx
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Integrali definiti



Calcolo integrali definifi
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Calcolo aree figure piane

Calcolare I'area della regione di piano limitata dalla retta
y=2x+5 e dalla parabola y=3x2+5x-.




Calcolare I'area della regione di piano limitata dalla retta
3x+2y-9=0 e dall'iperbole xy=3.




Calcolare I'area della regione di piano limitata dall’asse x e
dalla retta tangente alla parabola y=-x2+5x-4 nel suo punto di
QASCISSA X=2.




Calcolare I'area della regione di piano limitata dalle rette
tangenti alla parabola y=(-4/9)x2+(8/3)x nei punti
d’'intersezione della stessa con la refta y=x.
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Valor medio di una funzione

Calcolare il valor medio delle funzioni nell'intfervallo indicato.
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Calcolo volume solidi di rotazione

Calcolare il volume del solido ottenuto facendo ruotare
inforno all’asse x di un giro completo la parabola y=-x2+3x
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Calcolare il volume del solido ottenuto facendo ruotare
inforno all’asse x di un giro completo la parte di funzione y=x3-
6x2+9x che interseca I'asse delle x.
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Calcolare il volume del solido offenuto facendo ruotare
intorno all’asse x di un giro completo la parte di piano
individuata dalla curva y2=2x e dalla retta x=3.




Calcolare il volume del solido offenuto facendo ruotare
intorno all’asse y di un giro completo la parte di piano
individuata dalla curva y=x? e dalla retta y=1.




Calcolare il volume del solido oftenuto facendo ruotare
intorno all’asse x di un giro completo la parte superiore
dell’ellisse (x2/9)+(y%/4)=1.




Calcolare il volume del solido oftenuto facendo ruotare
intorno all’asse x di un giro completo la parte di funzione
y=-x3+x2 che interseca |'asse delle x.
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Equazioni differenziali



Equazioni differenziali a variabili separabili

y' =[9()|-|h(y)

funzione di x funzione diy
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Equazioni differenziali lineari
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Equazioni differenziali del 2° ordine
non omogenee a coefficienti costanti
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