DINAMICA
DEL CORPO RIGIDO

Esercizio

Calcolare I'energia cinetica dirotazione della Terra (M1=5,97x10%4 kg; Rr=6371 km).

Soluzione

La Terra impiega 24 ore (86400 s) per effettuare una rotazione intorno al proprio asse.
Pertanto, la sua velocita angolare vale:

_2_ 2T s 1075 rad
© =T T 86400 rad/s

Approssimando la Terra a una sfera piena, il suo momento d’inerzia e:

2 2
I = cMpR} = £-597-10% - (6371 10%)? = 9,7 10% kg - m”

Quindi, I'energia cinetica associata al moto di rotazione della Terra assume il seguente
valore:

1 1
Slw? =>:97-10%(73-107%)% = 258 107 ]

KT'Ot = 2 2

Esercizio

L'anello e il disco sono omogenei, hanno la stessa —

massa e lo stesso raggio e rotolano, senza strisciare, /// /4
. . . . . DISCO -

salendo lungo un piano inclinato. Quale dei due corpi / SE - p

percorrerd un tratto maggiore prima di fermarsi? AN/ELL o~

Soluzione

L'energia cinetica di un corpo che rotola, senza strisciare, € data dalla somma
dell’energia cinetica di traslazione del centro di massa CM del corpo, considerando in
esso concentrata tutta la massa, e dell’energia cinetica di rotazione attorno a un asse
passante per il centro di massa:



1 1
KT = Ktraslazione + Krotazione = EMvZ + Elwz (1)

dove I e il momento d’inerzia del corpo e la velocita lineare e quella angolare, per la
condizione di puro rotolamento, sono legate dalla relazione:

R

Applichiamo la (1) nel caso dell’anello e del disco:

1 5 1 21;2 ) 1 , 12 sz 7 ,
KTanellozin +EMR ﬁ:MU KTsferaZEMv +§§MR EZEMU

dove:

2 2 2
Ianello = MR Isfera = EMR

Notiamo che l'energia cinetica totale non dipende dal raggio dei corpi. Dal confronto
delle energie cinetiche totali dei corpi, si deduce che quella dell’anello € maggiore
rispetto a quella della sfera. Pertanto, i due oggetti si fermeranno quando tutta la loro
energia cinetica totale si sara trasformata in energia potenziale, e quindi, I'anello
raggiungera una quota maggiore del disco, indipendentemente dall’inclinazione o dalla
lunghezza del piano inclinato e, di conseguenza, percorrera una distanza maggiore del
disco.

Esercizio

Una giostra di 500 kg e raggio di 3 m, ruota con una velocitd angolare di 0,1 rad/s.
Che velocitd angolare deve avere la giostra affinche raddoppi la sua energia
cinetica?

Soluzione

La giostra ha solo energia cinetica rotazionale. Scriviamo tale energia nel caso iniziale
e nel caso in cui la sua velocita angolare raddoppi:

1 2 1 2
K]_:EI(U:L KZZEICUZ

Dividendo membro a membro si ottiene:

2K,

T K W K;
— ﬁ — —



Poiché w, = 2w;, si ha che:

w 2K
—2: —1:\/5—) w2:\/§w1

wq K

Esercizio

Una sfera e un anello (stessa massa e stesso raggio) rotolano, senza strisciare, su un
piano orizzontale senza attrito, con la stessa velocitd. Quale dei due corpi ha
energia cinetica totale maggiore?

Soluzione

L’energia cinetica di un corpo che rotola, senza
strisciare, € data dalla somma dell’energia
cinetica di traslazione del centro di massa CM
del corpo, considerando in esso concentrata
tutta la massa, e dell’energia cinetica di
rotazione attorno a un asse passante per |l

centro di massa:

1 1
Kt = Kirasiazione + Krotazione = EMVZ + Elwz (1)

dove I e il momento d’inerzia del corpo e la velocita lineare e quella angolare, per la
condizione di puro rotolamento, sono legate dalla relazione:

R v
v=wR > w=-=
“=R

Applichiamo la (1) nel caso dell’anello e del disco:

11 v 1 12 v: 7
KTanello - EMU +EMR ﬁ = Mv KTsfera - 2 25 RZ - E

dove:

Lanetio = MR? Isfera = —MR?

Notiamo che l'energia cinetica totale non dipende dal raggio dei corpi. Dal confronto
delle energie cinetiche totali dei corpi, si deduce che quella dell’anello € maggiore
rispetto a quella della sfera.



Esercizio

Con quale velocita arriva in fondo al piano inclinato M
una sfera di 20 cm di raggio che rotola senza R
strisciare partendo da 50 cm di altezza?

(0]

Soluzione / N
Siamo in assenza di attrito (forza dissipativa), per cui 6 \(‘ M
possiamo applicare il principio di conservazione
dell’energia meccanica:

U =K, (1)

In cima al piano la sfera ha solo energia potenziale U;, mentre in fondo al piano ha solo
energia cinetica Kr. Per il calcolo di Kr dobbiamo applicare il teorema di Konig, per il
quale lI'energia cinetica di un corpo che rotola € data dalla somma dell’energia cinetica
di traslazione del centro di massa CM del corpo considerando in esso concentrata tutta
la massa, e dell’energia cinetica di rotazione attorno a un asse passante per il centro di
massa:
2 1 2
K =K +K =—My +51a)

f traslazione rotazione 2 M

dove I é il momento d’inerzia della sfera:

=2MR2
5

Tenendo presente anche la condizione di puro rotolamento:

v, =wR = w=-NL
CM R
la (1) diventa:
1 12 v
Moh =— MV’ +—Z MR* M
& 2 M 25 R*

da cui e possibile ricavare la velocita della sfera in fondo al piano:

Veu =\/§gh =\/g-9,8-0,5=2,7 m/s

Notiamo che in queste condizioni la vcm € indipendente dalla massa della sfera.



Esercizio

| corpi in figura hanno tutti la stessa massa, e Anello
quelli che rotolano senza strisciare hanno tutti | ¢ Cifind
) . . ilindro
lo stesso raggio. Stabilire quale corpo arriva Sfera
i

) Scatola
che scivola)

&5/

©

partono da fermo dalla sommita H del piano
inclinato.

prima in fondo al piano, supponendo che tutti T

Soluzione

In cima al piano I'energia meccanica e tutta potenziale, mentre in fondo al piano e tutta
cinetica. L'energia cinetica di un corpo che rotola, senza strisciare, € data dalla somma
dell’energia cinetica di traslazione del centro di massa CM del corpo, considerando in
esso concentrata tutta la massa, e dell’energia cinetica di rotazione attorno a un asse
passante per il centro di massa:

1 1
KT = Ktraslazione + Krotazione = EMvZ + Elwz (1)

dove I e il momento d’inerzia del corpo. Tenendo conto della condizione di puro
rotolamento:

R v
= —_ e
v w w R
la (1) diventa:
K —1M 2+11v2
TNV T ke
Utilizziamo il principio di conservazione dell’'energia meccanica per ricavare

I'espressione della velocita per un corpo qualsiasi quando raggiunge il fondo del piano.

1. 1 v? 2gH
EMi:EMf g Ui:Kf d MgHZEMU +§Iﬁ - V= 1+—I (2)
MR?

Applicando la (2) ai vari corpi che rotolano sul piano inclinato e tenendo presente che i
momenti d'inerzia sono espressi da:

2 1 2 2 2
Ianello = MR Icilindro = EMR Isfera = gMR

si ottiene:



2gH 4
Vanello = w =4/ gH Vcitindro = = §gH

vsfera =

La scatola, invece, scivola ma non rotola (I=0), per cui la sua energia cinetica € solo
traslazionale. Pertanto, applicando il principio di conservazione dell’energia meccanica
anche alla scatola, per la sua velocita si ottiene:

1
EMl- =Ey, = U= Kf - MgH =s-Mv? - Uscatola = \/ng
! 2

che e lo stesso risultato ottenuto per un corpo puntiforme.
Confrontando le varie espressioni delle velocita, possiamo dedurre che la scatola ¢ il

corpo che arriva per primo in fondo al piano. In particolare, come € riportato in figura,
si ha che:

Uscatola > vsfera > Ucilindro > Vanello

Esercizio

La massa M in figura (Mcarrucola=300 g; rcamucola=20 cm;

M=2kg), attraverso la carrucola, € tirata da una forza
di 10 N. Calcolare: a) la tensione della corda tra la |
carrucola e la massa M; b) I'accelerazione di M.

Soluzione

Il sistema & costituito da due oggetti: la massa M che

I trasla con accelerazione lineare “a” (una equazione

T q traslazionale); la carrucola che ruota con accelerazione
r w

A\ /4

angolare “a” (una equazione rotazionale) in senso
A r orario. Inoltre, rispetto al caso semplice (carrucola
\ senza momento d’inerzia), la tensione della fune e
! diversa a destra e a sinistra (bisogna tener conto
nell’equazione traslazionale) ed esercitano, pertanto,

v

momenti diversi (da tenere in considerazione nell’equazione rotazionale). In definitiva,
il sistema di equazioni che descrive il sistema fisico € il seguente:



Zﬁzm& T =ma
1 a

_ - T 2 (D)
ZM:I& rF rT—ZmCrT

v Segno dei momenti: positivo quello che provoca una rotazione oraria rispetto al centro
di rotazione (perno della carrucola); negativo quello che provoca una rotazione
antioraria sempre rispetto allo stesso centro di rotazione.

v Momento d’inerzia della carrucola (approssimabile a un disco):

1
I =§mcr

2

v Relazione tra accelerazione lineare “a” ed angolare “a”:
a
a=ar — o4 =—

Il sistema (1) cosi ottenuto € composto da due equazioni nelle incognite “T” e “a”, le
cui soluzioni sono:

F 10
T:H—& T—1—0i—9,3N
Zm - 2-2
a=1 a=9'3=47m/s2
M 2 ’

Ovviamente il valore di T € minore di quello di F, per cui, il momento torcente di F
essendo maggiore di quello di T, da luogo a un momento torcente risultante che agisce
sulla carrucola in senso orario, causando la rotazione in tale verso e lo spostamento
della massa M come indicato dal problema.

Esercizio

Un oggetto di 3 kg, inizialmente fermo, € appeso a una
carrucola (Mecarmucola=200 g; reamucola=15 cm). Se I'oggetto e
libero di cadere, calcolare: a) la tensione della corda e -
I'accelerazione dell’oggetto; b) I'accelerazione angolare r ‘T
della carrucola; ¢) lo spostamento angolare della carrucola
e quello lineare dell'oggetto in 0,7 s. |

il
Soluzione y a

a) Il sistema €& costituito da due oggetti: la massa m che trasla h I:P
con accelerazione lineare “a” (seconda legge della dinamica:
equazione traslazionale) e la carrucola che ruota con
accelerazione angolare “o” (seconda legge della dinamica: equazione rotazionale) in




senso orario. In definitiva, il sistema di equazioni che descrive il sistema fisico € il
seguente:

Zﬁ:ma Fp—T =ma
—>{ 1

Zﬁzl& .

rT ==m.r?—
2 r
v Segno dei momenti: positivo perche provoca una rotazione oraria rispetto al centro
di rotazione (perno della carrucola).
v Momento d’inerzia della carrucola (approssimabile a un disco):

1
2

v Relazione tra accelerazione lineare “a” ed angolare “a”:
a
a=ar - a=-— (2)
r

Il sistema (1) cosi ottenuto € composto da due equazioni nelle incognite “T” e “a”, le
cui soluzioni sono:

T=m(g—a) T=3-98-95)=09N
2m 5 23 o oc o
a=——"—"— =5 a2 1ino =
2m+m,9 =530z 28T 9em/s

La presenza del momento torcente che agisce sulla carrucola comporta un’accelerazione
di caduta libera dell’'oggetto inferiore a g, che avrebbe nel caso in cui la carrucola non
avesse influenza sulla dinamica dell’oggetto (& il caso esaminato nella dinamica del
punto materiale).

b) Nota I'accelerazione lineare dell'oggetto, dalla (2) & facile calcolare I'accelerazione
angolare della carrucola:

a 9,5

r. 0,15

= 63,3 rad/s*

a) Tenendo presente che la carrucola e I'oggetto sono fermi inizialmente, applichiamo
le leggi della cinematica lineare e angolare per il moto uniformemente accelerato per
calcolare lo spostamento lineare dell’'oggetto e quello angolare della carrucola:

1 1

0 = —at? 0 ==-63,3-0,72 =15,5rad = 889°
% - ? 1

hzzatz h=§-9,5-0,72=2,3m

cioé la carrucola fa 2 giri e mezzo circa (2x360=720°+169°=889°).



Esercizio

Il sistema in figura (macchina di Atwood) & costituito da due masse
mi=7 kg e mo=4 kg e da una carrucola con momento d'inerzia I=7x10-+4
kgm? e raggio r=7 cm. Calcolare I'accelerazione del sistema.

m,

Soluzione

my

Il sistema & costituito da tre oggetti: le due masse che traslano
con accelerazione lineare “a” (due equazioni), con la massa
maggiore m; verso il basso e quella minore m, verso l'alto; la
carrucola che ruota con accelerazione angolare “oa” (una
equazione) in senso orario. Inoltre, rispetto al caso semplice
(carrucola senza momento d’inerzia), la tensione della fune é&
diversa a destra e a sinistra (bisogna tener conto nelle due
equazioni traslazionali) ed esercitano, pertanto, momenti diversi
(da tenere in considerazione nell’equazione rotazionale). In
definitiva, il sistema di equazioni che descrive il sistema fisico &
il seguente:

— - T-F =—-ma Tl—F =-m.a
P 1

. _ =3T-F =ma =<T2—F =m,a
Py

a
(-T)r=1%

Segno delle forze e dell’accelerazione: positivo se € concorde con l'asse y fissato;
negativo in caso discorde.

Segno dei momenti: positivo quello che provoca una rotazione oraria rispetto al
centro di rotazione (perno della carrucola); negativo quello che provoca una
rotazione antioraria sempre rispetto allo stesso centro di rotazione.

Relazione tra accelerazione lineare “a” ed angolare “a":

a=dar

Il sistema cosi ottenuto € composto da tre equazioni nelle incognite T1, T2, a. Risolviamo
il sistema. Sottraiamo membro a membro le prime due equazioni e il risultato lo
sostituiamo nella terza:

T -T, =FPl —FPZ—(m1+mz)a

a
Tl—Tz=FP1—FPZ—(ml+mz)a=1r—2

L'equazione cosi ottenuta contiene l'icognita accelerazione:



F,-F, m —m 7-4
.\ +7-10-“
r r 7-107

che ci consente di determinare anche le due tensioni:

T =FP1 -ma=(g-aym =(9,8-2,7)-7=49,7 N
T,=F, +ma=(g+a)ym,=(9,8+2,7)-4=50 N

a=2"7m/s

Esercizio

9.8=2,7m/s*

Una palla rotola, senza strisciare, su un piano orizzontale senza attrito, con una
velocita di 5 m/s. Calcolare la velocita della palla sulla sommita di una rampa alta

80 cm.

Soluzione

Per la presenza di sole forze conservative,
possiamo applicare il principio di conservazione
dell’energia meccanica. All’inizio della rampa,
I'energia meccanica della palla € tutta cinetica, (o
che & data dalla somma di quella traslazionale R
e di quella rotazionale: M

wg
Vi

j i\)

1 2 1 2
EMi = KTi = Kirq + Krot = EMvi + Elwi (1)

Tenendo presente che la palla rotola ma non striscia:

vl
Vi=w;R - w;= R
e, approssimando la palla a una sfera vuota:
2
| = =MR?
3
la (1) diventa:
T, 12 5 v? 5 5
EMi:KTL':EMvi +§§MR ﬁngvi (2)




In cima alla rampa, la palla possiede sia energia potenziale che cinetica, per cui la sua
energia meccanica €:

1 1
— — 2 2
Euy = Uy + K, = Mgh + > Mv} + o}

che, per le stesse considerazioni fatte in precedenza, diventa:

1, 12 vf 5
EMf:Mgh-I_Eva +§§MR ﬁ:Mgh-f'gMUf (3)
Per il principio di conservazione dell’energia meccanica, uguagliando la (2) e la (3) si
ottiene un’equazione dalla quale € possibile ricavare la velocita della palla in cima alla
rampa:

6

5 5 6
Ey. =Ey, — —MvizzMgh+ng]3 - vf=jvf—gghzj52—§-9,8-0,8=3,9m/s

4

r 76

Esercizio

Un corpo rotola, senza strisciare, prima su un piano orizzontale con velocita v e poi
sale lungo una rampa alta h=3v2/4g e quindi si ferma. Qual € la forma geometrica
del corpo?

Soluzione

Wy Per la presenza di sole forze conservative,

Vi possiamo applicare il principio di
conservazione dell’energia meccanica.
All'inizio della rampa, I'energia meccanica del
corpo e tutta cinetica, che & data dalla somma
M di quella traslazionale e di quella rotazionale:

) i\)

1 2 1 2
EMi = KTi = Kirq + Krot = EMvi + Elwi (1)

Tenendo presente che il corpo rotola ma non striscia:

R b
VU = Wi - W = 7=
R

per cui la (1) diventa:



1, I

In cima alla rampa, il corpo si ferma e possiede solo energia potenziale:

Ey, =Mgh (3)

Dunque, per il principio di conservazione dell’energia meccanica, e sapendo che
h=3v?/4g, uguagliando la (2) e la (3), si ottiene un’equazione dalla quale & possibile
ricavare il momento d’inerzia del corpo:

B 1, Iy 1, I\ 30/ I
=Ey, — S Vi <M+ﬁ)—Mgh = SV <M+ﬁ)—Mg4g - I—EMR

Il momento d’inerzia trovato € quello di un cilindro.

Esercizio

Un anello di 30 cm di raggio e 2 kg di massa ruota in un piano verticale attorno a
un asse passante per il centro, con velocita angolare di 15 rad/s. L'anello viene
colpito tfangenzialmente sul bordo da un proiettile di 20 g sparato orizzontalmente,
che successivamente si conficca in esso. Calcolare I'energia dissipata nell’urto che
provoca I'arresto di futto il sistema.

Soluzione

L'energia dissipata nell’'urto & la somma dell’energia
cinetica iniziale del proiettile e di quella rotazionale
dell’anello:

K =K vk =Ll ) Vo
272

T proiettile anello

Perd non € nota la velocita del proiettile con la quale si conficca e si arresta nell’anello.
A tal proposito, poiché siamo in assenza di forze esterne che possano modificare il
momento angolare dell”anello, possiamo utilizzare il principio di conservazione del
momento angolare rispetto al punto fisso O, tenendo presente che dopo |'urto tutto il
sistema & fermo (Lf=0):

L=L, = L,u+L =0 o MR +mvR=0 = v=-R 22703 45450 m/s (2)
i ’ anello proiettile m 0’ 02




Si noti che la velocita & negativa in quanto, affinché I'anello possa fermarsi, € necessario
che ruoti in senso opposto al moto del proiettile.

Sostituendo la (2) nella (1), si ottiene I'energia dissipata nell’'urto che provoca |'arresto
di tutto il sistema:

1 1203

1<T=E-0,02-4502+2 15 =2035 J



