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1. Studiare le seguenti funzioni:

_1 1-2Ilnx
D fx) = |x|e"x 2)f(x) =———

Soluzione

(D) F(x) = [xles
» Classificazione
Funzione con valore assoluto ed esponenziale.
= Dominio
x#0 — D =]-00;0]U]0; 4o
= Simmetrie

La funzione non ¢ simmetrica rispetto agli assi cartesiani (non ¢ né pari e né dispari) per la presenza
della funzione esponenziale.

= ntersezioni con gli assi cartesiani

_1 _1
X:{y =lxle’x , y—0gD — 7intersezioni Y: {y =|xle™* 7 intersezioni
y=0 x=0€&D

= Segno della funzione
_1
f(x)>0 - |xle x>0 - Vx€D
La funzione ¢ sempre positiva, in quanto prodotto di due funzioni sempre positive.

= Comportamento della funzione agli estremi del campo e asintoti

. . _1 |x|=—x perx<0 1
lim f(x) = lim |x|le x ————— > lim —xe x = 4+
X——00 X——00

Controlliamo se c’¢ un asintoto obliquo sinistro:
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1
X —xe x 1
m; = lim &: lim = lim —e x =-1

x——o0o X X——00 X X——00

1 1
g, = lim [f(x) —myx] = lim [—xe_f +x] = lim —x(e x—1)
X—>—00 X

——00 X——00

Moltiplichiamo e dividiamo per -1/x:
1

] 1 e x—1
q, = lim —x-(——)- — 1

X—>—00 X
x
In questo modo, sfruttando il limite notevole:

e* -1
lim
x—0 X

=1

si ottiene:

1
= lim —x-(——) =1
q1 = ‘m X
Pertanto la funzione presenta un asintoto obliquo sinistro di equazione:

y=mx+q =-—x+1

|x|=x per x>0 1

lim f(x) = lim |x|lex ———— > lim xe x = 4+
X—>+oo X—>+oo X—+00
Controlliamo se c’¢ un asintoto obliquo sinistro:
1
fx . xex 1
m, = lim —== lim = limex=1
Xx—+oo X x—+o0 X xX—+co

1 1
m [xe_f — x] = lim x(e x—1)
X—+00

qz = xginw[f(x) —myx] = xl_l>+oo

Moltiplichiamo e dividiamo per -1/x:

In questo modo, sfruttando il limite notevole:

e* =1
lim
x—0 X

=1

si ottiene:

, 1
q, = lim x-(—;)z—l

X——00

Pertanto la funzione presenta un asintoto obliquo destro di equazione:
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y=myx+q,=x-—1
_1
lim|x|le x =400 — x =07 asintoto verticale sinistro
x—-0"
_1

lim|xlex=0
x—-0*t

=  Punti di discontinuita

La funzione presenta una discontinuita di 2% nell’origine degli assi cartesiani:
0 = (0,0)

» Grafico della funzione f(x)

-1

1-2Inx
Z)f(x)=T

» Classificazione
Funzione logaritmica fratta (funzione trascendente).
= Dominio
x>0 — D=1]0;40
= Simmetrie

La funzione, dato il suo dominio, non presenta simmetrie (né pari, né dispari).
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= ntersezioni con gli assi cartesiani

— 1-2Inx 1 1
x:Y X2 o =O—>1—Zlnx=0—>lnx=§—>x=e5=\/5—> A= (Ve 0)
y:
_1-2Inx
y:4Y = X2 — A intersezioni
x=0¢D

= Segno della funzione

1-21 _
fx)>0 —>—nx>0 - {1 2lnx >0 {x<\/z

x2 x2>0 Vx €D
0 Ve
La funzione : : >
unzi
non esiste A 0----
o |+ ]

= Comportamento della funzione agli estremi del campo e asintoti

1 - 2lnx

lim ———— =40 - x =0 asintoto verticale
x-0% x2

confronto tra infiniti
la potenza (denominatore) & un infinito
di ordine superiore al logaritmo
00 (numeratore) 1-2lnx
— lim > =
(0] X—+00 X

o 1-2Inx
lim ———=

xX—+00 x2

0 -
y = 0% asintoto orizzontale

Lo stesso limite nella forma indeterminata avremmo potuto risolverlo con il teorema di De
L’Hospital:

2
- 1-2Inx o . T x ] 1
lim ———=— - lim —== lim (——)=O+
xX—+00 x2 (00] x40 2X X—+00 x2

» Punti di discontinuita '
Esiste un punto di discontinuita di 2 specie:
0=(0;0)

= Grafico della funzione

-02
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2. Verificare i seguenti limiti:

1) lim =23 2) tim Sy
( ) m 3\/_ \/_ ( ) x—l>7—zloo ex B
Soluzione
(1) Lim =23
LR f
x—3
x)—ll<e > |——=-2V3|<¢
fG) -1 ‘ — 7
Facciamo alcuni passaggi algebrici per esprimere la quantita in valore assoluto in una forma piu
semplice:
-3 (V& +V3)(Vx - V3)
—2V3 = — 2V =i+ VE- 23 =T -3
-3 -3
Quindi:

Vx—V3|<e- —e<Vx—V3<e->V3-e<Vx<V3+¢ —>(\/§—e)2<x<(\/§+8)2

L’intervallo:
|(V3-2) 5 (V3+e) |

¢ un intorno completo per il punto xo=3, per cui il limite ¢ vero, ossia ¢ verificato.

e*+1
(2) lim =1
x-+oo e
Applichiamo la definizione:
x 41 1 passiamo 1 1
f(x) =l <e- - 1| <& - o] < g 2PN ex| > - oX > X

soluzione
— x> In-
&

L’intervallo:
1
]ln —; +00[
£

rappresenta un intorno di +oo. Pertanto, il limite ¢ verificato.
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3. Calcolare i seguenti limiti:

1 3x —1 @) (x+ 1)(1 — cos2x) @) U (1 3)"
bl Vox2 +1 bk sinx bl x
1
o1\ THnx ~ 1—+/cosx o ertZ —
@ tim 3) Oim—  ©maay
Soluzione
1 1
3x — 1 [o'e) x|3—= x({3—=
(D) lim———=— - lim ( x) = lim (—x)

X—00 4/ 2 (0le} X— 00 X—00
i+l x2(9+xi2) | x| 9+x_12

1
o X (3 B E) 3
sex » —o allora |x| = —x quindi lim ——==
X—>00

:——:—1
1 3
—X 9+—2
X

1
o *(3-3) 3
sex —» +o allora |x| = x quindi lim ——==

= — = 1
X—00 1 3
x |9+ -
X
x+ 1((1 —cos2x 2x=1-2sin? x+1 x+1
2) lim( )((, )) coszm-zsini lim(1 — 1+ 2sin®x) - —— = lim(2sin’x) - —
x—0 Sinx x—0 Sinx x—0 Sinx
— lim(2sin?x) - L — lim 2sinx(x+1) =2-0- (04 1) = 0
= xl_rf& sin“x e xl_T}r& sinx(x = =

X

3) ill?o (1 —%) =1 - )gl_)TLl) (1 + (jx))_li(_m = lim l(l + ! )_xl_l =

X—00 (—x)
1 fx)
lim (1+—) =e
xoxoo\” " f(x) _ 41
=e 1=
e
1 1
] 1\ T+inx 0 F(x)9I®) =g ®)inf(x) ) B Iny ] Inx
4) lim (- =0 = lim e 1+lnx = [im el+inx =
x—+00 \X X—+00 xX—+00
Inx 1 lim
T T LT 1
= lim elnx(lnx+1) = lim e(lnx+1) =e (lnx+1) = e0+1 = ¢

X—+ 00 X—+00
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(mumllﬂgi_g_ﬁ”ml—J5§{1+W£§_
x-0 X _O x—0 x 1+m_
1—
gl LT 1,
20 X 14ycosx 5

o1 o IR oo mis
6) im ———=—- —— lim =1
x--2 X+ 2 0 y=0 Yy
4. Confrontare tra loro i seguenti infinitesimi e infiniti:
(D) f(x)=1-cosx gx) =In(+ x2) per x = 0
@) f)=2*+1)?2 gx) =4~ per x > +o
Soluzione
(D) fx)=1-cosx gx) =In(1+ x2) per x = 0
Le due funzioni sono infinitesimi:
lim(1 —cosx) =0 limin(1+x?)=0
x—0 x—0
y 1—cosx O .y x?-(1—cosx) .y 1—cosx x?
- == 5 = . =
bl m(1+x2) 0 08 x2 - In(1 + x2?) T X2 Pk In(1 + x?)
1 . 1l-cosx 1 . In[1+f(x)]
C1—cosx [ mm(1+x?)] ¥ 7z B 1
= lim———- [lim =51=7
x—0 x2 x—0 x2 2

f(x) e g(x) sono infinitesimi dello stesso ordine (f(x) e g(x) tendono a zero con la stessa rapidita).

2)flx)=2*+1)2 gkx)=4" per x — +oo

Le due funzioni sono infiniti:

lim (2* +1)? = +o lim 4% = 4o
x—+00 X—>+0oo
li (2* + 1)2 li 22X 4+ 2:2¥+1 00 gradonum=grado den
ot 4% oo 2% "o -

f(x) e g(x) sono infiniti dello stesso ordine (tendono a infinito con la stessa rapidita).
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5. Verificare se le seguenti funzioni sono continue nel loro dominio:

x? -1
f=1%—2  *°¥<?
In2x —3) sex>=2

Soluzione

Condizione di continuita;
lim f(x)= lim f(x) = f(xo)
xX—Xq xX=xg

ox%-1
lim = — Lo L
x-27 X — 2 - la funzione e discontinua in x = 2

lim in(2x—3) =0
x—-2+F

6. Determinare per quali valori dei parametri la seguente funzione € continua in

R:
e?* —1
T+ax+b sex <0
flx) = xX—a se0<x<1
S pa— >1
log,(1 + x) sex
Soluzione

Le funzioni che formano i rami di f(x) sono tutte continue nei loro domini. Gli unici punti in cui
abbiamo problemi di continuita sono i punti di raccordo x=0 e x=1 dei rami. Per calcolare i parametri
a e b, affinché la funzione sia continua in tutto R, impostiamo le seguenti condizioni di continuita:

er
lim <—+ax+b> = lirggr(x—a) = f(0)

x—0" X

|=ra

xliql-(x -a)= xlg{}r [logz(l + x)

Tutti 1 limiti sono immediati, tranne il primo che ¢ un limite notevole:

er _ 1 er _ 1
lim (— +ax + b) = lim (—) + lim (ax + b) =
x—-0" X x—->0" X x—0"

ef(x)_l
e2x —1 oo !
lim (2'—>+ lim(ax+b) — =2+4b
x—0" 2x x—0"

Quindi:
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2tb="a (a+b=—2 fa=-5
2 N - S =~

a+2b=1 b=73

1—a=
¢ log,2

La funzione continua in tutto R € cosi definita:

e —1

X —5x+ 3 sex <0
flx) = x+5 se0<x<1
6

—_— 1
log,(1+ x) sex >
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