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1. Studiare le seguenti funzioni:

In’x — Inx

(1) F(x) = Ixle ™ ) f() =
Soluzione
» Classificazione
Funzione con valore assoluto ed esponenziale.
= Dominio
x#0 — D =]-00;0]U]0; 4o
= Simmetrie

La funzione non ¢ simmetrica rispetto agli assi cartesiani (non ¢ né pari e né dispari) per la presenza
della funzione esponenziale.

= ntersezioni con gli assi cartesiani
_1 _1
X:{y =lxle’x , y—0gD — 7intersezioni Y: {y =|xle™* 7 intersezioni

y=0 x=0¢D

= Segno della funzione

1
f(x)>0 - |xle x>0 - Vx€D
La funzione ¢ sempre positiva, in quanto prodotto di due funzioni sempre positive.

= Comportamento della funzione agli estremi del campo e asintoti

. . _1 |x|=—x perx<o 1
lim f(x) = lim |x|le x ————— > lim —xe x = 4+»
X——00 X——00

X——00

Controlliamo se c’¢ un asintoto obliquo sinistro:

1
X —xe x 1
m; = lim &: lim = lim —e x =-1

x—>—0o X X—>—00 X X—>—00
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1 1
¢, = lim [f(x) —myx] = lim [—xe_f +x] = lim —x(e x—1)
X—>—00 x

——00 X—>—00

Moltiplichiamo e dividiamo per -1/x:
1

_ 5 1 e x—1
R L (‘;) 1
X

In questo modo, sfruttando il limite notevole:

e* —1
lim =1

x—0 X

si ottiene:

, 1
q, = lim —x-(—;) =1

x5—00
Pertanto la funzione presenta un asintoto obliquo sinistro di equazione:
y=mx+q =—-x+1
1 |x|=x per x>0 1

lim f(x) = lim |x|lex ——— > lim xe x = 4+
X—>+oo X—>+oo X—+00

Controlliamo se c’¢ un asintoto obliquo sinistro:

1
f) . xex 1
m, = lim —== lim = limex=1
x—>+o0o X x—>+00 X X—+00

@ = Jim [f() —myx] = lim lim

Moltiplichiamo e dividiamo per -1/x:

In questo modo, sfruttando il limite notevole:

e* —1
lim =1

x—0 X

si ottiene:

, 1
q, = lim x-(—;)z—l

X——00
Pertanto la funzione presenta un asintoto obliquo destro di equazione:

y=myx+q,=x-—1

1 1
m [xe_f — x] = lim x(e x—1)
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_1
lim |x|e x =400 — x =07 asintoto verticale sinistro
x—-0"
_1
lim|xlex=0
x—-0%t

=  Punti di discontinuita

La funzione presenta una discontinuita di 2% nell’origine degli assi cartesiani:
0 = (0,0

» Grafico della funzione f(x)

14"

In’x — Inx

(2) f(x) =

» Classificazione
Funzione logaritmica fratta (funzione trascendente).
= Dominio

{x>0—>x>0 — D =]0;+oo[

x#0

= Simmetrie

La funzione, dato il suo dominio, non presenta simmetrie (né pari, né dispari).
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= ntersezioni con gli assi cartesiani

In’x — Inx

_ In’x — Inx
X:{Y x > ——— =0 > In?’x—lnx=0 >lnx(lnx—1)=0 -
y =0 *
Inx=0 »x=e=1 - A=(1;0) » Inx=1 » x=e - B=(e0)
In’x — Inx
Yy = X — 7 intersezioni
x=0¢D
= Segno della funzione
In?x — Inx In?x —Inx >0 x<lUx>e
f(x)>0 > >0—>{ x>0 —>{ x>0
0 1 e
] | ] [
La funzione A | ! -
non esiste 0-===0
f(x) + | = +

= Comportamento della funzione agli estremi del campo e asintoti

 In?x —Inx ) )
lim ——— =400 — x = 0 asintoto verticale
x—07t X
confronto tra infiniti
la potenza (denominatore) é un infinito

di ordine superiore al logaritmo

. lnzx — Inx [o'e} (numeratore) lnzx — Inx
lim ———=— —
x—+o00 X 0 x—>+00 x

y = 0% asintoto orizzontale
» Punti di discontinuita
Esiste un punto di discontinuita di 2 specie:
0=(0;0)

= Grafico della funzione
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2. Verificare i seguenti limiti:

Doum Sy 2 li 1 _
( )x_l)TOO ex ( )xl—mllogzx—z -
Soluzione
e +1
(D) lim =1

x—+o0 @

Applichiamo la definizione:

passiamo
1 aireciproci 1 e*>o0 X
-1f<e - <e& le*]| >— — e*>—
leX| € £

soluzione
— x> In-

e*+1
lf(x)—ll<e-

L’intervallo:
1
]ln —; +00[
£

rappresenta un intorno di +oo. Pertanto, il limite ¢ verificato.

. 1
@ g =2~

1 1 1 1
lfOC)|>M - |W|>M - |l0g2x—2|<M - —M<logzx—2<ﬁ -

1 1 a1 241
2—M<log2x<2+M—> e M<x<e M

L’intervallo:
1 1
]ez_M; 92+M[

¢ un intorno completo del punto xo=4, per cui il limite ¢ verificato.

3. Calcolare i seguenti limiti:

x+1 3e* =5 2
. _ _ . . >
(1) fcl—tr(}(l cos2x) sinx @ xl—llnoo 1+ 4e* ) xlingr xinx
@ U <1 S)x ) I 3x —1 ©) i arcsinx
xl—m; X xl—?gc-) VIx2 +1 xll;r(%
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Soluzione

X + 1 cos2x=1-2sin%x x+1 x+1
(1) lim(1 — cos2x) - — lim(1— 1+ 2sin?x) - = lim(2sin?x) - =
x—0 St x—0 x-0

nx sinx

sinx

x+1
. . 2 . _ . - _ . . _
il_rf(}(Zsm X) P fff& 2sinx(x+1)=2-0-(0+1)=0

5 5
. 3e*-5 o , ex(3—e—x) 3-% 3-0 3
2) llm1+4ex:£—> lim 7 =7 =071°1
xX—+00 X—->+0oo
e* e—x + 4 0o + 4
2 2
2 xin?x=eln?x ¥ =eTx=e0=1 2
(3) lim xin?x = Q° lim xin?x = 1
x—07t x—-07t
-3
5(4) 4
. 3\* . 1 . 1
4) llm<1——) =1 - lim|1+—— =lim|[1+—— =
X—00 X X—00 1 X—00 1
—§X —§x
1 fx)
i +,Tx)) _ g3
1 1
-1 e x(3-3)  x(3-3)
B lim————=— - lim————=—=lim
X—00 1/9x2 +1 (ele} X— 00 ) 1 X—00 1
X (9 + X_Z) I I 9+ 22
(3-3) 3
sex » —o allora |x| = —x quindi lim ——=== 3= -1
X—>00
—X /9 + iz
x
x(3-3) 3
sex =» + allora |x| = x quindi lim ——=== 3= 1
X—00
X /9 + iz
x
. y=arcsinx — x=sinx . -1
. arcsinx 0 x=0 y—0 4 __Siny
(6) lim =— lim—— = (llm—) =1
x>0 X 0 y—0 siny y-0 Yy
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4. Confronta tra loro i seguenti infinitesimi e infiniti:
WD f)=mA-2x) gx)=x(1-e3*) perx—-0

1
-1z I ="moom-2

(2) f(x) =

perx = 1

Soluzione

WD f)=m1-2x) gx)=x(1-e3*) perx—-0

a Iimw Olim Ind-2x) 1 50 Pponiamo  t [ -2x—>Xx [ L allora il limite
anX(]__eX) x—0 X 1-—e* 2
diventa:
. In(Q0t) 1 . .
—2I|n3 . 5 oo f(x) ordine inferiore a g(x)
t— t 1_e5t
dove abbiamo utilizzato il prodotto notevole: Iin?)M 01
X— X
1
(x -1y

. . 1 ) . 1
a lim . Jlim -TF X(x%2 =1)2(x - 1) mmmzx(m(xm)(m) 04

(3 -x)(2x - 2)

f(x) stesso ordine di g(x)

1
2 = — = 1
Le due funzioni sono infinitesimi:
lim(1 —cosx) =0 limin(1+x?)=0
x—0 x—0
y 1—cosx O .y x?-(1—cosx) . 1—cosx x?
- == 5 = . =
bl m(1+x2) 0 08 x2 - In(1 + x2?) T X2 Pk In(1 + x?)
_1 . 1l-cosx 1 . In[1+f(x)]
S 1—cosx [ mm(1+x?)] ¥ 2 M o 1 1
= lim————-"|lim > =—1==
x—0 X x—0 X 2 2

f(x) e g(x) sono infinitesimi dello stesso ordine (f(x) e g(x) tendono a zero con la stessa rapidita).

5. Verificare se la seguente funzione € contfinua nel suo dominio:

1

ex sex <0

1
flx) = arctg(;)—% se0<x<1

arctgx sex =1
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Soluzione

Condizione di continuita;

lim f) = lim, f(x) = f(x0)

1
limex =0
x—0"

i . 1 T W n_o
xi‘r(ggr[arcg<x) 2]_2 2-

1 . 1 T
tim [aretg (7)-3] =

lim arctgx =

x—-1

— la funzione é continuainx =0

I
;LT — la funzione non e continua inx = 1
4

In definitiva, la funzione ¢ continua nel punto di raccordo x=0, ma non ¢ continua in x=1. Pertanto,
la funzione f(x) non ¢ continua per Vx € R.

6. Determinare per quale valore dei parametri la seguente funzione €
continua in R:

e?* —1
T+ax+b sex <0
flx) = xX—a se0<x<1
S pa— >1
log,(1 + x) sex
Soluzione

Le funzioni che formano i rami di f(x) sono tutte continue nei loro domini. Gli unici punti in cui
abbiamo problemi di continuita sono i punti di raccordo x=0 e x=1 dei rami. Per calcolare i

parametri a e b, affinché la funzione sia continua in tutto R, impostiamo le seguenti condizioni di
continuita:

er
lim <—+ax+b> = lirggr(x—a) = f(0)

x—0" X

lim(x—a) = lim
x—->1"

i gl =1

Tutti 1 limiti sono immediati, tranne il primo che ¢ un limite notevole:

er _ 1 er _ 1
lim (— +ax + b) = lim (—) + lim(ax + b) =
x—-0" X x—>0" X x—0"

i ef(x)_l

L Te)

er_l 1
lim (2-—>+ lim(ax+b) ——— =2+0b
2x x—=0"

x—0~
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Quindi:
2+b=-a
2b {a+b=—2 _){a=—5
1_a:log2 a+2b=1 b=3
2
La funzione continua in tutto R & cosi definita:
e —1
X —5x+ 3 sex <0
fx)=1 x+5 se0<x<1
6
sex>1

log,(1+ x)
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