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1. Studiare le seguenti funzioni: 
 

(1)	𝑓(𝑥) = |𝑥|𝑒!
"
#																							(2)	𝑓(𝑥) =

𝑙𝑛$𝑥 − 𝑙𝑛𝑥
𝑥 	 

 
Soluzione 

 
§ Classificazione  

 
Funzione con valore assoluto ed esponenziale. 
 

§ Dominio 
 

𝑥 ≠ 0		 → 		𝐷 = ]−∞; 0] ∪ ]0;+∞[ 
 

§ Simmetrie 
 
La funzione non è simmetrica rispetto agli assi cartesiani (non è né pari e né dispari) per la presenza 
della funzione esponenziale.  
 

§ Intersezioni con gli assi cartesiani 
 

𝑋: :𝑦 = |𝑥|𝑒!
!
"

𝑦 = 0
	→ 		𝑥 = 0 ∉ 𝐷		 → 		 ∄	𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑧𝑖𝑜𝑛𝑖	      𝑌: :𝑦 = |𝑥|𝑒!

!
"

𝑥 = 0 ∉ 𝐷
		→ 		 ∄		𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑧𝑖𝑜𝑛𝑖 

 
§ Segno della funzione 

 
𝑓(𝑥) > 0		 → 	 |𝑥|𝑒!

"
# > 0	 → 	∀𝑥 ∈ 𝐷	 

 
La funzione è sempre positiva, in quanto prodotto di due funzioni sempre positive. 
 

§ Comportamento della funzione agli estremi del campo e asintoti 
 

𝑙𝑖𝑚
#→!&

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
#→!&

|𝑥|𝑒!
"
# 		

|#|(!#		*+,	#-.
I⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯K 𝑙𝑖𝑚

#→!&
−𝑥𝑒!

"
# = +∞	 

 
Controlliamo se c’è un asintoto obliquo sinistro: 
 

𝑚" = 𝑙𝑖𝑚
#→!&

𝑓(𝑥)
𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

#→!&

−𝑥𝑒!
"
#

𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
#→!&

−𝑒!
"
# = −1 
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𝑞" = 𝑙𝑖𝑚
#→!&

[𝑓(𝑥) − 𝑚"𝑥] = 𝑙𝑖𝑚
#→!&

M−𝑥𝑒!
"
# + 𝑥N = 𝑙𝑖𝑚

#→!&
−𝑥(𝑒!

"
# − 1) 

 
Moltiplichiamo e dividiamo per -1/x: 

𝑞" = 𝑙𝑖𝑚
#→!&

O−𝑥 ∙ Q−
1
𝑥R ∙ S

𝑒!
"
# − 1

−1𝑥
TU 

 
In questo modo, sfruttando il limite notevole: 
 

𝑙𝑖𝑚
#→.

𝑒# − 1
𝑥 = 1 

 
si ottiene: 
 

𝑞" = 𝑙𝑖𝑚
#→!&

−𝑥 ∙ Q−
1
𝑥R = 1 

 
Pertanto la funzione presenta un asintoto obliquo sinistro di equazione: 
 

𝑦 = 𝑚"𝑥 + 𝑞" = −𝑥 + 1 
 

𝑙𝑖𝑚
#→/&

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
#→/&

|𝑥|𝑒!
"
# 		

|#|(#		*+,	#0.
I⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯K 𝑙𝑖𝑚

#→/&
𝑥𝑒!

"
# = +∞	 

 
Controlliamo se c’è un asintoto obliquo sinistro: 
 

𝑚$ = 𝑙𝑖𝑚
#→/&

𝑓(𝑥)
𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

#→/&

𝑥𝑒!
"
#

𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
#→/&

𝑒!
"
# = 1 

 

𝑞$ = 𝑙𝑖𝑚
#→/&

[𝑓(𝑥) − 𝑚$𝑥] = 𝑙𝑖𝑚
#→/&

M𝑥𝑒!
"
# − 𝑥N = 𝑙𝑖𝑚

#→/&
𝑥(𝑒!

"
# − 1) 

 
Moltiplichiamo e dividiamo per -1/x: 

𝑞" = 𝑙𝑖𝑚
#→/&

O𝑥 ∙ Q−
1
𝑥R ∙ S

𝑒!
"
# − 1

−1𝑥
TU 

 
In questo modo, sfruttando il limite notevole: 
 

𝑙𝑖𝑚
#→.

𝑒# − 1
𝑥 = 1 

si ottiene: 
 

𝑞" = 𝑙𝑖𝑚
#→!&

𝑥 ∙ Q−
1
𝑥R = −1 

 
Pertanto la funzione presenta un asintoto obliquo destro di equazione: 
 

𝑦 = 𝑚$𝑥 + 𝑞$ = 𝑥 − 1 
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𝑙𝑖𝑚
#→.#

|𝑥|𝑒!
"
# = +∞		→ 		𝑥 = 0!		𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑜	𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒	𝑠𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑟𝑜 

 
	 𝑙𝑖𝑚
#→.$

|𝑥|𝑒!
"
# = 0		 

 
§ Punti di discontinuità 

 
La funzione presenta una discontinuità di 2a nell’origine degli assi cartesiani: 
 

𝑂 = (0,0) 
 

§ Grafico della funzione f(x) 
 
 

 
 
 
 

(2)	𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛$𝑥 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥  

 
§ Classificazione  

 
Funzione logaritmica fratta (funzione trascendente). 
 

§ Dominio 
 

[𝑥 > 0
𝑥 ≠ 0 	→ 	𝑥 > 0		 → 		𝐷 = ]0;+∞[ 

 
§ Simmetrie 

 
La funzione, dato il suo dominio, non presenta simmetrie (né pari, né dispari). 
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§ Intersezioni con gli assi cartesiani 
 

𝑋: \𝑦 =
𝑙𝑛$𝑥 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑦 = 0

	→ 	
𝑙𝑛$𝑥 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥 = 0		 →	 𝑙𝑛$𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 = 0		 → 𝑙𝑛𝑥(𝑙𝑛𝑥 − 1) = 0		 →		 

𝑙𝑛𝑥 = 0		 → 𝑥 = 𝑒. = 1		 → 	𝐴 = (1; 0) 		→ 		𝑙𝑛𝑥 = 1		 → 		𝑥 = 𝑒		 → 		𝐵 = (𝑒; 0) 
 

𝑌: _𝑦 =
𝑙𝑛$𝑥 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑥 = 0 ∉ 𝐷

		→ 		 ∄	𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑧𝑖𝑜𝑛𝑖 

 
§ Segno della funzione 

 

𝑓(𝑥) > 0		 → 	
𝑙𝑛$𝑥 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥 > 0	 → 	 `𝑙𝑛
$𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 > 0
𝑥 > 0

	→ 		 [𝑥 < 1 ∪ 𝑥 > 𝑒
𝑥 > 0  

 
 
 
 
 
 

§ Comportamento della funzione agli estremi del campo e asintoti 
 

𝑙𝑖𝑚
#→.$

𝑙𝑛$𝑥 − 𝑙𝑛𝑥
𝑥 = +∞		 → 		𝑥 = 0		𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑜	𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒 

𝑙𝑖𝑚
#→/&

𝑙𝑛$𝑥 − 𝑙𝑛𝑥
𝑥 =

∞
∞		

1234,2352	5,6	73473757
86	*25+396	(;+32<73652,+)	è	?3	73473752

	;7	2,;73+	@?*+,72,+	68	82A6,75<2
(3?<+,652,+)	I⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯K		 𝑙𝑖𝑚

#→/&

𝑙𝑛$𝑥 − 𝑙𝑛𝑥
𝑥 = 0/ →	 

	 
𝑦 = 0/		𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑜	𝑜𝑟𝑖𝑧𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒 

 
§ Punti di discontinuità 

 
Esiste un punto di discontinuità di 2a specie: 
 

0 = (0; 0) 
 

§ Grafico della funzione 
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2. Verificare i seguenti limiti: 
 

	(1) 𝑙𝑖𝑚
#→/&

𝑒# + 1
𝑒# = 1																			(2) 𝑙𝑖𝑚

#→B

1
𝑙𝑜𝑔$𝑥 − 2

= ∞ 

 
Soluzione 

 

	(1) 𝑙𝑖𝑚
#→/&

𝑒# + 1
𝑒# = 1 

 
Applichiamo la definizione: 
 

|𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀 → 	 d
𝑒# + 1
𝑒# − 1d < 𝜀	 → 	

1
|𝑒#| < 𝜀 	

*6@@76<2	
67	,+17*,217
I⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯K	|𝑒#| >

1
𝜀 		

+"0.
I⎯⎯K		𝑒# >

1
𝜀	 

  
@28?9723+
I⎯⎯⎯⎯⎯K 	𝑥 > 𝑙𝑛

1
𝜀 

 
L’intervallo: 
 

N𝑙𝑛
1
𝜀 ;+∞M	 

 
rappresenta un intorno di +¥. Pertanto, il limite è verificato. 
 
 

	(2) 𝑙𝑖𝑚
#→B

1
𝑙𝑜𝑔$𝑥 − 2

= ∞ 

 

|𝑓(𝑥)| > 𝑀 →	 d
1

𝑙𝑜𝑔$𝑥 − 2
d > 𝑀	 → 	 |𝑙𝑜𝑔$𝑥 − 2| <

1
𝑀 		→ 	−

1
𝑀 < 𝑙𝑜𝑔$𝑥 − 2 <

1
𝑀 		→ 

 

2 −
1
𝑀 < 𝑙𝑜𝑔$𝑥 < 2 +

1
𝑀 	→ 	𝑒$!

"
C < 𝑥 < 𝑒$/

"
C 

 
L’intervallo: 
 

N𝑒$!
"
C; 𝑒$/

"
CM 

 
è un intorno completo del punto x0=4, per cui il limite è verificato. 
 
 

3. Calcolare i seguenti limiti: 
 

(1) 𝑙𝑖𝑚
#→.

(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥) ∙
𝑥 + 1
𝑠𝑖𝑛𝑥 										

(2) 𝑙𝑖𝑚
#→/&

3𝑒# − 5
1 + 4𝑒# 												

(3) 𝑙𝑖𝑚
#→.$

𝑥
$

83%# 

 

(4)	 𝑙𝑖𝑚
#→&

Q1 −
3
𝑥R

#

										(5) 𝑙𝑖𝑚
#→&

3𝑥 − 1
√9𝑥$ + 1

						(6)	𝑙𝑖𝑚
#→.

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑥  
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Soluzione 
 

(1) 𝑙𝑖𝑚
#→.

(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥) ∙
𝑥 + 1
𝑠𝑖𝑛𝑥 	

12@$#("!$@73%#
I⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯K 𝑙𝑖𝑚

#→.
(1 − 1 + 2𝑠𝑖𝑛$𝑥) ∙

𝑥 + 1
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

#→.
(2𝑠𝑖𝑛$𝑥) ∙

𝑥 + 1
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 

 

𝑙𝑖𝑚
#→.

(2𝑠𝑖𝑛$𝑥) ∙
𝑥 + 1
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

#→.
2𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑥 + 1) = 2 ∙ 0 ∙ (0 + 1) = 0 

 
 

(2) 𝑙𝑖𝑚
#→/&

3𝑒# − 5
1 + 4𝑒# =

∞
∞	→ 	 𝑙𝑖𝑚

#→/&

𝑒# l3 − 5
𝑒#m

𝑒# l 1𝑒# + 4m
=
3 − 5

∞
1
∞+ 4

=
3 − 0
0 + 4 =

3
4 

 
 

(3) 𝑙𝑖𝑚
#→.$

𝑥
$

83%# = 0. 		
#

%
&'%"(+

%
&'%"

&'"
(+

%
&'"(+(("

I⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯K		 𝑙𝑖𝑚
#→.$

𝑥
$

83%# = 1 

 
 

(4)	 𝑙𝑖𝑚
#→&

Q1 −
3
𝑥R

#

= 1& 		→ 		 𝑙𝑖𝑚
#→&

S1 +
1

−13𝑥
T

!D∙F!"D#G

= 𝑙𝑖𝑚
#→&

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
S1 +

1

−13𝑥
T

!"D#

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
!D

= 

 

87<
"→±+

H"/
"

4(#)
I
,(")

(+
I⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯K 	= 𝑒!D 

 
 

(5) 𝑙𝑖𝑚
#→&

3𝑥 − 1
√9𝑥$ + 1

=
∞
∞		→ 		 𝑙𝑖𝑚

#→&

𝑥 l3 − 1𝑥m

t𝑥$ l9 + 1
𝑥$m

= 𝑙𝑖𝑚
#→&

𝑥 l3 − 1𝑥m

|𝑥|t9 + 1
𝑥$

 

 

𝑠𝑒	𝑥 → −∞		𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎	|𝑥| = −𝑥		𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖			 𝑙𝑖𝑚
#→&

𝑥 l3 − 1𝑥m

−𝑥t9 + 1
𝑥$

= −
3
3 = −1 

 

𝑠𝑒	𝑥 → +∞		𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎	|𝑥| = 𝑥		𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖			 𝑙𝑖𝑚
#→&

𝑥 l3 − 1𝑥m

𝑥t9 + 1
𝑥$

=
3
3 = 1 

 
 

(6)	𝑙𝑖𝑚
#→.

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑥 =

0
0		

J(6,1@73#		→		#(@73#
#→.		J→.

I⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯K		 𝑙𝑖𝑚
J→.

𝑦
𝑠𝑖𝑛𝑦 = Q𝑙𝑖𝑚

J→.

𝑠𝑖𝑛𝑦
𝑦 R

!"

= 1 
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4. Confronta tra loro i seguenti infinitesimi e infiniti: 
 

(1)	𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(1 − 2𝑥)						𝑔(𝑥) = 𝑥(1 − 𝑒D#)						𝑝𝑒𝑟	𝑥 → 0 
 

(2)	𝑓(𝑥) =
1

(𝑥 − 1)$ 						𝑔
(𝑥) =

1
(𝑥D − 𝑥)(2𝑥 − 2) 						𝑝𝑒𝑟	𝑥 → 1 

 
Soluzione 

 
(1)	𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(1 − 2𝑥)						𝑔(𝑥) = 𝑥(1 − 𝑒D#)						𝑝𝑒𝑟	𝑥 → 0 

 

q  poniamo   allora il limite 

diventa: 
 

      f(x) ordine inferiore a g(x) 

dove abbiamo utilizzato il prodotto notevole:  

q 

 
f(x) stesso ordine di g(x) 
 
 

(2)	𝑓(𝑥) =
1

(𝑥 − 1)$ 						𝑔
(𝑥) =

1
(𝑥D − 𝑥)(2𝑥 − 2) 						𝑝𝑒𝑟	𝑥 → 1 

 
Le due funzioni sono infinitesimi: 
 

𝑙𝑖𝑚
#→.

(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥) = 0									 𝑙𝑖𝑚
#→.

𝑙𝑛(1 + 𝑥$) = 0 
 

	𝑙𝑖𝑚
#→.

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑙𝑛(1 + 𝑥$) =

0
0 		→ 		 𝑙𝑖𝑚#→.

𝑥$ ∙ (1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)
𝑥$ ∙ 𝑙𝑛(1 + 𝑥$) = 𝑙𝑖𝑚

#→.

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑥$ ∙ 𝑙𝑖𝑚

#→.

𝑥$

𝑙𝑛(1 + 𝑥$) = 
 

= 𝑙𝑖𝑚
#→.

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑥$ ∙ x𝑙𝑖𝑚

#→.

𝑙𝑛(1 + 𝑥$)
𝑥$ y

!"

	
87<
"→(

"!12@#
#%

(
"
$
				 87<
"→(

83["/4(#)]
4(#)

("	
I⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯K 	=

1
2 ∙ 1 =

1
2 

 
f(x) e g(x) sono infinitesimi dello stesso ordine (f(x) e g(x) tendono a zero con la stessa rapidità). 
 
 

5. Verificare se la seguente funzione è continua nel suo dominio: 
 

	𝑓(𝑥) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑒

"
#																							𝑠𝑒	𝑥 < 0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 Q
1
𝑥R −

𝜋
2 								𝑠𝑒	0 < 𝑥 < 1

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥															𝑠𝑒	𝑥 ≥ 1

 

3x 3xx 0 x 0

ln(1 2x) ln(1 2x) 1lim lim
xx(1 e ) 1 e® ®

- -
= ×

- -
tt 2x x
2

= - ® = -

3t 0 t
2

ln(1 t) 12lim
t

1 e
®

+
- × = ¥

-

x 0

ln(1 x)lim 1
x®

+
=

2
2

2 2x 1 x 1 x 1
3

1
1 1(x 1)lim lim x(x 1)2(x 1) lim

1 (x 1) (x 1)
(x x)(2x 2)

® ® ®

- = × - - =
- -

- -

2x(x 1)- (x 1)(x 1+ - ) 4=
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Soluzione 
 
Condizione di continuità: 
 

𝑙𝑖𝑚
#→#(#

𝑓(𝑥)= 𝑙𝑖𝑚
#→#(

$
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥.) 

 

�
𝑙𝑖𝑚
#→.#

𝑒
"
#	 = 0

𝑙𝑖𝑚
#→.$

M𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 Q
1
𝑥R −

𝜋
2N =

𝜋
2 −

𝜋
2 = 0		

		→ 		𝑙𝑎	𝑓𝑢𝑛𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒	è	𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎	𝑖𝑛	𝑥 = 0 

 

�
𝑙𝑖𝑚
#→"#

M𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 Q
1
𝑥R
−
𝜋
2
N	 =

𝜋
4
−
𝜋
2
= −

𝜋
2

𝑙𝑖𝑚
#→"$

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 =
𝜋
4
		

		→ 		𝑙𝑎	𝑓𝑢𝑛𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒	𝑛𝑜𝑛	è	𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎	𝑖𝑛	𝑥 = 1 

 
In definitiva, la funzione è continua nel punto di raccordo x=0, ma non è continua in x=1. Pertanto, 
la funzione f(x) non è continua per ∀𝑥 ∈ 𝑅. 
 
 

6. Determinare per quale valore dei parametri la seguente funzione è 
continua in R: 

 

	𝑓(𝑥) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑒

$# − 1
𝑥

+ 𝑎𝑥 + 𝑏									𝑠𝑒	𝑥 < 0

𝑥 − 𝑎										𝑠𝑒	0 ≤ 𝑥 ≤ 1
2𝑏

𝑙𝑜𝑔$(1 + 𝑥)
														𝑠𝑒	𝑥 > 1

 

 
Soluzione 

 
Le funzioni che formano i rami di f(x) sono tutte continue nei loro domini. Gli unici punti in cui 
abbiamo problemi di continuità sono i punti di raccordo x=0 e x=1 dei rami. Per calcolare i 
parametri a e b, affinché la funzione sia continua in tutto R, impostiamo le seguenti condizioni di 
continuità: 
 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑙𝑖𝑚
#→.#

�
𝑒$# − 1
𝑥 + 𝑎𝑥 + 𝑏�	 = 𝑙𝑖𝑚

#→.$
(𝑥 − 𝑎) = 𝑓(0)	

𝑙𝑖𝑚
#→"#

(𝑥 − 𝑎) = 𝑙𝑖𝑚
#→"$

M
2𝑏

𝑙𝑜𝑔$(1 + 𝑥)
N = 𝑓(1)		

		 

 
Tutti i limiti sono immediati, tranne il primo che è un limite notevole: 
 

𝑙𝑖𝑚
#→.#

�
𝑒$# − 1
𝑥 + 𝑎𝑥 + 𝑏�	 = 𝑙𝑖𝑚

#→.#
�
𝑒$# − 1
𝑥 � + 𝑙𝑖𝑚

#→.#
(𝑎𝑥 + 𝑏) =		 

 

𝑙𝑖𝑚
#→.#

�2 ∙
𝑒$# − 1
2𝑥 � + 𝑙𝑖𝑚

#→.#
(𝑎𝑥 + 𝑏)	

87<
"→(

+,(")!"
4(#)

("

I⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯K	 = 2 + 𝑏 
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Quindi: 
 

_
2 + 𝑏 = −𝑎

1 − 𝑎 =
2𝑏

𝑙𝑜𝑔$2
		→		 [𝑎 + 𝑏 = −2

𝑎 + 2𝑏 = 1 		→ [𝑎 = −5
𝑏 = 3 	 

 
La funzione continua in tutto R è così definita: 
 

𝑓(𝑥) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑒

$# − 1
𝑥

− 5𝑥 + 3									𝑠𝑒	𝑥 < 0

𝑥 + 5															𝑠𝑒	0 ≤ 𝑥 ≤ 1
6

𝑙𝑜𝑔$(1 + 𝑥)
														𝑠𝑒	𝑥 > 1
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