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1. ESERCIZIO 
 
Data la funzione di equazione: 
 

𝑓(𝑥) =
2 + 𝑘
𝑥!  

 
determinare il valore di k per cui la retta tangente al grafico di f(x) nel punto di 
ascissa x=1 sia parallela alla retta di equazione: 
 

𝑟:	𝑦 = −
1
2𝑥 +

1
2 

 
Soluzione 

 
Per il significato geometrico della derivata, si ha che: 
 

𝑚 =	𝑓"(𝑥) =
−2(2 + 𝑘)

𝑥# →		𝑚 = 𝑓"(𝑥$) = 𝑓"(1) = −4 − 2𝑘 
 
Mentre, per la condizione di parallelismo, otteniamo il valore di k per cui la retta tangente al grafico 
con coefficiente angolare m=-4-2k è parallela alla retta r con coefficiente ancolare m’=-1/2: 
 

𝑚 = 𝑚" 	→ 	−4 − 2𝑘 = −
1
2 		→ 		𝑘 = −

7
4 

 
 

2. ESERCIZIO 
 

Data la funzione y=ax3+bx, determinare i coefficienti a e b in modo tale che il suo 
grafico abbia nel punto P=(1;2) una tangente di coefficiente angolare m=1. 
 

Soluzione 
 

Per calcolare i coefficienti a e b della funzione, abbiamo bisogno di due condizioni (due equazioni), 
che sono: 
 

§ Passaggio della funzione per P=(1,2) (sostituire le coordinate di P nella funzione): 
 

2 = 𝑎 + 𝑏 
 



§ Condizione di tangenza (significato geometrico della derivata): 
 

𝑚 = 𝑓"(𝑥) = 3𝑎𝑥! + 𝑏		 → 		𝑚 = 𝑓"(1) 	→ 		1 = 3𝑎 + 𝑏 
 

Le due condizioni formano il seguente sistema di equazioni, la cui soluzione ci da i due coefficienti: 
 

6 𝑎 + 𝑏 = 2
3𝑎 + 𝑏 = 1 		→ 		6

𝑎 = −
1
2

𝑏 =
5
2

 

 
Pertanto, la funzione richiesta è: 
 

𝑦 = −
1
2𝑥

# +
5
2𝑥 

 
 

3. ESERCIZIO 
 

Data la funzione di equazione: 
 

𝑦 =
𝑎𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑐

4𝑥 + 𝑑  

 
determinare i suoi coefficienti sapendo che passa per il punto P=(1;-1/3), nell’origine 
ha per tangente la retta y=2x e che: 
 

lim
%→'(

𝑦 = ∞ 

 
Soluzione 

 
I coefficienti della funzione sono quattro, per cui abbiamo bisogno di quattro condizioni, che sono: 
 

§ Passaggio della funzione per P=(1,-1/3): 
 

−
1
3 =

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
4 + 𝑑  

 
§ Passaggio della funzione per l’origine O=(0;0): 

 

0 =
𝑐
𝑑 		→ 		𝑐 = 0 

 
§ Condizione di tangenza (coefficiente angolare della retta m=2) 

 

𝑚 = 𝑓"(𝑥) =
(2𝑎𝑥 + 𝑏) ∙ (4𝑥 + 𝑑) − (𝑎𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑐) ∙ 4

(4𝑥 + 𝑑)! =
4𝑎𝑥! + 2𝑎𝑑𝑥 + 𝑏𝑑 − 4𝑐

(4𝑥 + 𝑑)! →		 

𝑚 = 𝑓"(0) = 2		 → 		
𝑏𝑑 − 4𝑐
𝑑! = 2	 

 



§ La validità del limite: 
 

lim
%→'(

𝑦 = ∞ 

 
comporta che la funzione debba avere un asintoto orizzontale in x=1/4, ossia che la funzione non è 
definita per x=1/4, quindi: 
 

4𝑥 + 𝑑 = 0		 → 		4 ∙
1
4 + 𝑑 = 0		 → 		𝑑 = −1 

 
Le quattro condizioni danno origine al seguente sistema di quattro equazioni, la cui soluzione ci dà i 
quattro coefficienti: 
 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑎 + 𝑏 + 𝑐
4 + 𝑑 = −

1
3

𝑐 = 0
𝑏𝑑 − 4𝑐
𝑑!

= 2

𝑑 = −1

		→ 		6

𝑎 = 1
𝑏 = −2
𝑐 = 0
𝑑 = −1

 

 
Pertanto, la funzione richiesta è: 
 

𝑦 =
𝑥! − 2𝑥
4𝑥 − 1  

 
 

4. ESERCIZIO 
 
Studiare la derivabilità della funzione: 
 

𝑓(𝑥) = D
5 − 𝑒%					𝑝𝑒𝑟	𝑥 < 0

2 + √𝑥 + 4					𝑝𝑒𝑟	𝑥 ≥ 0
 

 
Soluzione 

 
La funzione a tratti è continua in R, in quanto formata da due funzioni continue. L’unico punto in cui 
bisogna verificarne la continuità è x=0: 
 

𝑓)(0) = lim
%→$!

(5 − 𝑒%) = 4 										𝑓*(0) = lim
%→$"

(2 + √𝑥 + 4) = 4 
 

Poiché i due limiti, destro e sinistro, sono uguali: 
 

𝑓)(0) = 𝑓*(0) = 4 
 

allora la funzione è continua anche in x=0. 
Verifichiamo la derivabilità: 
 



𝑓′(𝑥) = K
−𝑒%					𝑝𝑒𝑟	𝑥 < 0
1

2√𝑥 + 4
					𝑝𝑒𝑟		𝑥 ≥ 0 

 

𝑓)"(0) = lim
%→$!

(−𝑒%) = −1																	 𝑓*"(1) = lim
%→$"

1
2√𝑥 + 4

=
1
4 

 
Poiché i due limiti, sinistro e destro, sono diversi: 
 

  𝑓)"(0) ≠ 𝑓*"(0) 
 
per il criterio di derivabilità, la funzione non è 
derivabile in x=0. In particolare, essendo i due 
limiti finiti, il punto x=0 è un punto angoloso. 
 
 

5. ESERCIZIO 
 
Verificare per quali valori dei parametri a e b la seguente funzione, nell’intervallo a 
fianco indicato, soddisfa il teorema di Lagrange: 
 

	𝑓(𝑥) = M
𝑥 − 2𝑎					𝑝𝑒𝑟	𝑥 < 2

−𝑥! + 𝑏𝑥 − 2					𝑝𝑒𝑟	𝑥 ≥ 2				
[0; 3] 

 
Soluzione 

 
La funzione è continua per "x¹2. Dalla condizione di continuità in x=2, dove i due tratti della 
funzione si congiungono, otteniamo una prima equazione nei parametri a e b: 
 

𝑓)(2) = 𝑓*(2) 		→ 
lim
%→!!

(𝑥 − 2𝑎) = lim
%→!"

(−𝑥! + 𝑏𝑥 − 2) 		→ 		2 − 2𝑎 = −4 + 2𝑏 − 2		 → 		𝑎 + 𝑏 = 4 

 
La funzione è derivabile per "x¹2 con derivata: 
 

𝑓′(𝑥) = M 1					𝑝𝑒𝑟	𝑥 < 2
−2𝑥 + 𝑏				𝑝𝑒𝑟	𝑥 ≥ 2 

 
Dal criterio di derivabilità in x=2, otteniamo la seconda equazione nei parametri a e b: 
 

𝑓)"(2) = 𝑓*"(2) 		→ 
lim
%→!!

1 = lim
%→!"

(−2𝑥 + 𝑏) 		→ 		1 = −4 + 𝑏		 → 		𝑏 = 5 

Abbiamo così ottenuto un sistema di due equazioni nelle incognite a e b: 
 

Q𝑎 + 𝑏 = 4
𝑏 = 5 		→ 		 Q𝑎 = −1

𝑏 = 5  
 
Pertanto, la funzione che soddisfa il teorema di Lagrange nell’intervallo considerato, ha la seguente 
forma: 
 



𝑓(𝑥) = M
𝑥 + 2					𝑝𝑒𝑟	𝑥 < 2

−𝑥! + 5𝑥 − 2					𝑝𝑒𝑟	𝑥 ≥ 2										
[0; 3] 

 
6. ESERCIZIO 

 
Determinare il punto della parabola: 
 

𝑦 = −
1
4𝑥

! +
5
2𝑥 −

5
4 

 
situato nel primo quadrante, per il quale è massima la somma delle sue coordinate. 
 

Soluzione 
 
Disegniamo la parabola con i suoi elementi più 
caratteristici, il vertice: 
 

𝑉 = S−
𝑏
2𝑎 ;−

∆
4𝑎U =

(5; 5) 

 
e l’intersezione con gli assi cartesiani: 
 

𝑥: V𝑦 = −
1
4
𝑥! +

5
2
𝑥 −

5
4

𝑦 = 0
		→ 		−

1
4 𝑥

! +
5
2𝑥 −

5
4 = 0		 → 	𝐴 = X5 − 2√5; 0Y			𝐵 = (5 + 2√5; 0) 

 

𝑦: V𝑦 = −
1
4
𝑥! +

5
2
𝑥 −

5
4

𝑥 = 0
		→ 		𝐶 = S0;−

5
4U 

 
Scegliendo l’ascissa x di P come variabile indipendente, si ha che: 
 

𝑃 = (𝑥; 𝑦) = S𝑥;−
1
4 𝑥

! +
5
2𝑥 −

5
4U 

 
Poiché P deve trovarsi nel primo quadrante, allora bisogna imporre la seguente condizione sulla 
variabile indipendente x: 
 

5 − 2√5 ≤ 𝑥 ≤ 5 + 2√5 
  
La funzione obiettivo è la somma delle corrdinate del punto P: 
 

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑦 = 𝑥+;−
1
4 𝑥

! +
5
2𝑥 −

5
4 =

−𝑥! + 14𝑥 − 5
4  

 
Derivata della funzione: 

 

𝑓"(𝑥) =
−2𝑥 + 14

4  
 
Dominio della derivata: 



 
∀𝑥 ∈ 𝑅 

 
Condizione di massimo e minimo: 

 

𝑓"(𝑥) = 0		 → 	
−2𝑥 + 14

4 = 0		 → 		𝑥 = 7 
 

Il punto x=7 è un possibile punto di massimo. 
Segno della derivata: 

 
−2𝑥 + 14

4 > 0		 → 		𝑥 < 7 
 
La funzione presenta un massimo in x=7. 
Il punto che rende minima la funzione obiettivo ha 
le seguenti coordinate: 
 

𝑃 = (7; 4) → 𝑓(𝑥) =
−𝑥! + 14𝑥 − 5

4 = 11 

 
 

 


