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1. Studiare le seguenti funzioni (facoltativo lo studio della concavitd):

x—1 1-2Ilnx
(1)f(x)=m Z)f(x):x—z
Soluzione
L _ x—1
( )f(x)—m

» Classificazione
Funzione algebrica razionale fratta
= Dominio
x2—2x+2#0 > Vx€R - D =]—o0;+00

= Simmetrie

[N = a2

# f(x) # —f(x)
La funzione non presenta simmetrie rispetto agli assi cartesiani (non ¢ né pari e né dispari).

= ntersezioni con gli assi cartesiani

x—1

A — x—1

X:{y x2—3x+2—>m=0—>x—1=0—>x=1—>A:(1;0)
y:

_ x—1 x=0 1
x=0

= Segno della funzione

x—1 ! >
f(X)>O—>m>O Noeommm e e 0 —
D
—_ - +
—’{zf 1>0 _){x>1 f(x)
X 2x+2>0 Vx €D
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» Comportamento della funzione agli estremi del campo e asintoti

i x—1 0 grado N<grado D . x—1 . .
lim ————=— lim ——————-=0-y =0 asintoto orizzontale
x>t xs —2x+2 x—>too X% — 2x + 2

L’asintoto orizzontale esclude la presenza di quello obliquo.
» Punti di discontinuita
La funzione non presenta punti di discontinuita.

= Crescenza e decrescenza, massimi € minimi, flessi orizzontali, flessi verticali,
punti angolosi e cuspidi

Derivata prima:

1T-(x?-2x+2)-(x-1DR@x—-2)  —x>+2
(x? = 2x + 2)? T (x2 = 2x +2)?

frex) =
Dominio della derivata:
x?—2x+2+#0 > Vx€R - D'=D =]-o00;+00[
Non ci sono punti di non derivabilita e, quindi, flessi verticali, punti angolosi e cuspidi.
Punti stazionari:

—x% 4 2x

(x% — 2x + 2)? =0 > —x*+2x=0 - x=0;x=2 > punti stazionari

fl@ =0~

Crescenza e decrescenza:

, —x? + 2x —x?+2x>0 0<x<?2
>0 = Cazgyaz 0 {(x2—2x+2)2>0 > {vxen
Massimi, minimi, flessi a tangente orizzontale: 0 2

{ i >

1 flx) - 0 + 0

1
M= <2; E) m= <O; B 5) f(x) decéﬁente min cre/sdante e decr}?‘ente

= Concavita e flessi a tangente obliqua

Derivata seconda:
") = (=2x+2)(x? = 2x+ 2)? = (—x% + 2x) - 2(x* = 2x + 2)(2x — 2)
frx = (x2 — 2x + 2)*
_(2x-2)(x*—2x—2)

(x2 —2x+2)3
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Concavita:
2x—2>0 x>1
2x — 2)(x% = 2x — 2
f”(x)>0—>( 2)_(2 ) )>O—> x2-2x—2>0 -{x<1—-v3ux>1++V3
(x? = 2x +2) (X2 —2x+2)*>0 VX €D
Flessi: . 1 il >

F, = (=0,73;-0,43) F, = (1;0,47)
F; = (1,73; 0,47)

Fy F, F3
flesso a tangenteflesso a tangente flesso a tangente
obliqua obliqua obliqua
ascendente discendente ascendente

Grafico della funzione

1-2Inx
Z)f(x)=T

Classificazione

Funzione logaritmica fratta (funzione trascendente).
= Dominio
x>0 — D=1]0;40

Simmetrie

La funzione, dato il suo dominio, non presenta simmetrie (né pari, né dispari).

Intersezioni con gli assi cartesiani

_1—2lnx

y = 1—-2Ilnx

X: 2

xZ -

y=0

1
=O—>1—Zlnx=0—>lnx=§—>

X =e

Ve — A= (ve;0)
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1-2lnx
ofp- it

x2 — #Aintersezioni
x=0¢&D
= Segno della funzione
0 1-2Ilnx 0 ? \,I@ >
f(x) > - x2 > - La funzione ; 6 —
non esiste
{1—2lnx>0_>{x<\/2 f(x) | + -
x%>>0 Vx € D

Comportamento della funzione agli estremi del campo e asintoti

o 1-2Inx ] ]
lim ———— =40 - x =0 asintoto verticale
x—0t x2

confronto tra infiniti
la potenza (denominatore) é un infinito
di ordine superiore al logaritmo
1-—2lnx (numeratore)
lim ———=

xX—+00 x2

o0 o 1-2Inx
— lim ———=
(00}

0 -
X—+00 x2
y = 0% asintoto orizzontale

Lo stesso limite nella forma indeterminata avremmo potuto risolverlo con il teorema di De
L’Hospital:

2
- 1-2Inx o . T x ] 1
lim ———=— - lim —== lim (——)=O+
xX—+00 x2 (00] x40 2X X—+00 x2
= Punti di discontinuita
Esiste un punto di discontinuita di 2 specie:
0 =(0;0)

Crescenza e decrescenza, massimi € minimi, flessi orizzontali, flessi verticali,
punti angolosi e cuspidi

Derivata prima:

f(x) = _%'xz —(1—2nx) - 2x  4(—1+ Inx)

x4

X3
Dominio della derivata:

x>0 - D'=D=1]0;4+0o]

Non ci sono punti di non derivabilita (flessi verticali, punti angolosi e cuspidi).
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Punti stazionari:

4(—1 + Inx)
f'x)=0 - Tzo - —1+nx=0 - lnx=1 - x=e -

— punto stazionario

Crescenza e decrescenza:

0 e
4(—1+ Inx ) .
F>0 - 2 . . .
x flx) 3 ====-~- 0
5 {—1 +nx>0 5 {x >e £ decrescente +
3 x _
x3>0 x>0 \ . 7@:

Massimi, minimi, flessi a tangente orizzontale: m

1
=)

= Concavita e flessi a tangente obliqua

Derivata seconda:

%-x3 —4(—1 + Inx) - 3x2 4(4 — 3lnx)
fll(x) —_ x6 = x4
Concavita:
" 4(4 - 3lnx) 4 — 3lnx >0
f(x)>0—>—x4 >O—>{ >0
4 4 3
_>{lnx<§_>{x<e§:i/§ 0 \/|€_4 ~
Vx €D Vx €D . —(l) _____
ffx) a '
+ _
Flessi: Q)
VRO
(3 ] Flesso a tangente obliqua
F= (\/;' _0'1) discendente

= Grafico della funzione

-02
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2. Verificare i seguenti limiti:

- x—3
lim

H—ﬁ_@zzﬁ

Soluzione

3
—2V3

‘e
FE) =l <e > | =— - 2V3| <¢

Facciamo alcuni passaggi algebrici per esprimere la quantita in valore assoluto in una forma piu
semplice:

1=3 e (FHVR)(E-V3)

Jx -3 -3 —2V3=+vVx+V3-2V3=vVx -3

Quindi:
Vx—V3|<e- —e<Vx—V3<e->V3-e<Vx<V3+e¢ —>(\/§—e)2<x<(\/§+8)2

L’intervallo:
|(V3-2) 5 (V3+e) |

¢ un intorno completo per il punto xo=3, per cui il limite ¢ vero, ossia ¢ verificato.

3. Calcolare i seguenti limiti:

(x + 1)(1 — cos2x) eX*t? —
2) i 2) lim ————
( )xl—rfc% sinx ( )xirzlz X+ 2
Soluzione
x+ 1((1 — cos2x 2x=1-2sin? x+1 x+1
2) lim( )((, )) coszm-zsini lim(1 — 1+ 2sin®x) - —— = lim(2sin®x) - —
x—0 Sinx x—0 Sinx x—0 Sinx

1
= lim(2sin?x) - —— = lim 2sinx(x +1) =2-0-(0+ 1) =0
x—0 inx x—0
42 y=x+2 > x=y-2 y I ex_1=
- —>— - e —1 *m 1
2) lim ——— =~ 2720, iy °x =1

x--2 X+ 2 0 y=0 Yy
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4. Verificare se le seguenti funzioni sono continue nel loro dominio:

x? -1
f=1%—2  *°¥<?
In2x —3) sex>=2

Soluzione

Condizione di continuita;

lim f() = lim, f(x) = f(x0)

|
lim = — . NP . .
x->27 X — 2 — la funzione e discontinua inx = 2
li1£1+ In2x—-3)=0
X—

5. Calcolare le seguenti derivate:

_ 1 X 3
Wy=0"1C gy =i
Soluzione
(1) foey = £

!

[e* + (x — DeX]x — (x — 1)e* x%e*—(x—1e* e*(x?—x+1)

(2) y = e\/x2+1
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