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1. Studiare le seguenti funzioni (facoltativo lo studio della concavità): 
 

(1)	𝑓(𝑥) =
𝑥!

(𝑥 − 1)! 																							
(2)	𝑓(𝑥) =

𝑙𝑛!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥
𝑥 	 

 
Soluzione 

 

(1)	𝑓(𝑥) =
𝑥!

(𝑥 − 1)! 

 
§ Classificazione  

 
Funzione algebrica razionale fratta 
 

§ Dominio 
 

(𝑥 − 1)! ≠ 0		 → 		𝑥 ≠ 1		 → 		𝐷 = ]−∞; 1[ ∪ ]1;+∞[ 
 

§ Simmetrie 
 

𝑓(−𝑥) =
𝑥!

(−𝑥 − 1)! ≠ 𝑓(𝑥) ≠ −𝑓(𝑥) 

 
La funzione non presenta simmetrie rispetto agli assi cartesiani (non è né pari e né dispari). 
 

§ Intersezioni con gli assi cartesiani 
 

𝑋: 8𝑦 =
𝑥!

(𝑥 − 1)!
𝑦 = 0

	→ 		
𝑥!

(𝑥 − 1)! = 0		 → 		 𝑥! = 0		 → 		𝑥 = 0		 → 		𝑂 = (0; 0) 

 

𝑌: 8𝑦 =
𝑥!

(𝑥 − 1)!
𝑥 = 0

		→ 		 <𝑥 = 0
𝑦 = 0 		→ 	𝑂 = (0; 0) 

 
§ Segno della funzione 

 

𝑓(𝑥) > 0		 → 		
𝑥!

(𝑥 − 1)! > 0	 → 		 < 𝑥! > 0
(𝑥 − 1)! > 0 		→ 		 >

∀𝑥 ∈ 𝐷
∀𝑥 ∈ 𝐷 

 
La funzione è sempre positiva nel suo campo di esistenza. 
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§ Comportamento della funzione agli estremi del campo e asintoti 
 

𝑙𝑖𝑚
"→$!

𝑥!

(𝑥 − 1)! = +∞							 𝑙𝑖𝑚
"→$"

𝑥!

(𝑥 − 1)! = +∞				 → 			𝑥 = 1		𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑜	𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒	 

 

𝑙𝑖𝑚
"→±&

𝑥!

(𝑥 − 1)! =
∞
∞		

'()*+	-.'()*+	/
K⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯M	 𝑙𝑖𝑚

"→±&

𝑥!

(𝑥 − 1)! = 1 → 𝑦 = 1			𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑜	𝑜𝑟𝑖𝑧𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒 

 
L’asintoto orizzontale esclude la presenza di quello obliquo. 
 

§ Punti di discontinuità 
 
La funzione presenta una discontinuità nel punto: 
 

𝐴 = (1; 0) 
 

§ Crescenza e decrescenza, massimi e minimi, flessi orizzontali, flessi verticali, 
punti angolosi e cuspidi 

 
Derivata prima: 

 

𝑓0(𝑥) =
2𝑥(𝑥 − 1)! − 𝑥! ∙ 2(𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)1 =
−2𝑥

(𝑥 − 1)2 

 
Dominio della derivata: 
 

(𝑥 − 1)2 ≠ 0		 → 		𝑥 ≠ 1		 → 		𝐷0 = 𝐷 = ]−∞; 1[ ∪ ]1;+∞[ 
 

Il punto x=1 non appartiene al dominio della funzione, per cui non può essere considerato come un 
punto di non derivabilità. Pertanto, la funzione non presenta flessi verticali, punti angolosi e 
cuspidi. 

 
Punti stazionari: 
 

𝑓0(𝑥) = 0	 → 	
−2𝑥

(𝑥 − 1)2 = 0	 → 	−2𝑥 = 0		 → 		𝑥 = 0	 → 	𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜	𝑠𝑡𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜 

 
Crescenza e decrescenza: 
 

𝑓0(𝑥) > 0		 → 		
−2𝑥

(𝑥 − 1)2 > 0		 →		 

 

< −2𝑥 > 0
(𝑥 − 1)2 > 0 		→ 		 >

𝑥 < 0
𝑥 > 1 

 
Massimi, minimi, flessi a tangente orizzontale: 
 

𝑚 = (0; 0) 
 

Nel punto x=1 la funzione non è definita, per cui non può essere un punto di massimo. 
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§ Concavità e flessi a tangente obliqua 
 
Derivata seconda: 
 

𝑓0′(𝑥) =
−2(𝑥 − 1)2 − (−2𝑥) ∙ 3(𝑥 − 1)! ∙ 1

(𝑥 − 1)3 =
2(2𝑥 + 1)
(𝑥 − 1)1  

 
Concavità: 
 

𝑓00(𝑥) > 0 →
2(2𝑥 + 1)
(𝑥 − 1)1 > 0	 →		 

 

< 2𝑥 + 1 > 0
(𝑥 − 1)1 > 0 		→ 		 V

𝑥 > −
1
2

∀𝑥 ∈ 𝐷
 

 
Flessi: 
 

𝐹 = X−
1
2 ;
1
9Z 

 
§ Grafico della funzione 
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(2)	𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥  

 
§ Classificazione  

 
Funzione logaritmica fratta (funzione trascendente). 
 

§ Dominio 
 

>𝑥 > 0
𝑥 ≠ 0 	→ 	𝑥 > 0		 → 		𝐷 = ]0;+∞[ 

 
§ Simmetrie 

 
La funzione, dato il suo dominio, non presenta simmetrie (né pari, né dispari). 
 

§ Intersezioni con gli assi cartesiani 
 

𝑋: 8𝑦 =
𝑙𝑛!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑦 = 0

	→ 	
𝑙𝑛!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥 = 0		 →	 𝑙𝑛!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 = 0		 → 𝑙𝑛𝑥(𝑙𝑛𝑥 − 1) = 0		 →		 

𝑙𝑛𝑥 = 0		 → 𝑥 = 𝑒4 = 1		 → 	𝐴 = (1; 0) 		→ 		𝑙𝑛𝑥 = 1		 → 		𝑥 = 𝑒		 → 		𝐵 = (𝑒; 0) 
 

𝑌: V𝑦 =
𝑙𝑛!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑥 = 0 ∉ 𝐷

		→ 		 ∄	𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑧𝑖𝑜𝑛𝑖 

 
§ Segno della funzione 

 

𝑓(𝑥) > 0		 → 	
𝑙𝑛!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥 > 0	 →	 
 

<𝑙𝑛
!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 > 0
𝑥 > 0

	→ 		 >𝑥 < 1 ∪ 𝑥 > 𝑒
𝑥 > 0  

 
§ Comportamento della funzione agli estremi del campo e asintoti 

 

𝑙𝑖𝑚
"→4"

𝑙𝑛!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥
𝑥 = +∞		 → 		𝑥 = 0		𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑜	𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒 

𝑙𝑖𝑚
"→5&

𝑙𝑛!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥
𝑥 =

∞
∞		

6+78(+79+	9()	:78:7:9:
;)	<+9=7>)	(*=7+@:7)9+(=)	è	C7	:78:7:9+

	*:	+(*:7=	DC<=(:+(=	);	;+')(:9@+
(7C@=()9+(=)	K⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯M		 𝑙𝑖𝑚

"→5&

𝑙𝑛!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥
𝑥 = 05 →	 

	 
𝑦 = 05		𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑜	𝑜𝑟𝑖𝑧𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒 

 
Lo stesso limite nella forma indeterminata avremmo potuto risolverlo con il teorema di De 
L’Hospital, applicato più volte: 
 

𝑙𝑖𝑚
"→5&

𝑙𝑛!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥
𝑥 =

∞
∞		 → 		 𝑙𝑖𝑚"→5&

2𝑙𝑛𝑥 ∙ 1𝑥 −
1
𝑥

1 = 𝑙𝑖𝑚
"→5&

2𝑙𝑛𝑥 − 1
𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

"→5&

2
𝑥
1 = 0						 
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§ Punti di discontinuità 
 
Esiste un punto di discontinuità di 2a specie: 
 

0 = (0; 0) 
 
 

§ Crescenza e decrescenza, massimi e minimi, flessi orizzontali, flessi verticali, 
punti angolosi e cuspidi 

 
Derivata prima: 

 

𝑓0(𝑥) =
^2𝑙𝑛𝑥𝑥 − 1𝑥_ ∙ 𝑥 − (𝑙𝑛

!𝑥 − 𝑙𝑛𝑥) ∙ 1
𝑥! =

−𝑙𝑛!𝑥 + 3𝑙𝑛𝑥 − 1
𝑥!  

 
Dominio della derivata: 
 

>𝑥 > 0
𝑥 ≠ 0 	→ 	𝑥 > 0		 → 		𝐷0 = 𝐷 = ]0;+∞[ 

 
Non ci sono punti di non derivabilità (flessi verticali, punti angolosi e cuspidi). 

 
Punti stazionari: 
 

𝑓0(𝑥) = 0		 → 		
−𝑙𝑛!𝑥 + 3𝑙𝑛𝑥 − 1

𝑥! = 0		 → 	−𝑙𝑛!𝑥 + 3𝑙𝑛𝑥 − 1 = 0 
 
Risolviamo l’equazione attraverso l’introduzione della variabile ausiliaria: 
 

−𝑙𝑛!𝑥 + 3𝑙𝑛𝑥 − 1 = 0		
;7".>
K⎯⎯M		𝑧! − 3𝑧 + 1 = 0		 → 		𝑧 =

3 ± √5
2 		→ 		𝑙𝑛𝑥 =

3 − √5
2 		→	 

	𝑥$ = 𝑒
2E√G
! 		→ 		𝑙𝑛𝑥 =

3 + √5
2 		→ 		 𝑥! = 𝑒

25√G
!  

 
Esistono due punti stazionari. 
Crescenza e decrescenza: 
 

𝑓0(𝑥) > 0		 → 		
−𝑙𝑛!𝑥 + 3𝑙𝑛𝑥 − 1

𝑥! > 0		 → 		 <−𝑙𝑛
!𝑥 + 3𝑙𝑛𝑥 − 1 > 0

𝑥! > 0
		→ 		 c𝑒

2E√G
! < 𝑥 < 𝑒

25√G
!

∀𝑥 ∈ 𝐷
 

 
Massimi, minimi, flessi a tangente orizzontale: 
 

𝑚 = d𝑒
2E√G
! ; −0,16g 								𝑀 = d𝑒

25√G
! ; 0,3g 

 
§ Concavità e flessi a tangente obliqua 

 
Derivata seconda: 
 

𝑓00(𝑥) =
^−2𝑥 𝑙𝑛𝑥 +

3
𝑥_ ∙ 𝑥

! − (−𝑙𝑛!𝑥 + 3𝑙𝑛𝑥 − 1) ∙ 2𝑥
𝑥1 =

2𝑙𝑛!𝑥 − 8𝑙𝑛𝑥 + 5
𝑥2  
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Concavità: 
 

𝑓00(𝑥) > 0		 → 		
2𝑙𝑛!𝑥 − 8𝑙𝑛𝑥 + 5

𝑥2 > 0	 → 	 <2𝑙𝑛
!𝑥 − 8𝑙𝑛𝑥 + 5 > 0

𝑥2 > 0
	→ c𝑥 < 𝑒

1E√3
! ∪ 𝑥 > 𝑒

15√3
!

𝑥 > 0
	 

	 
dove la disequazione logaritmica è stata risolta introducendo la variabile ausiliaria: 
 

2𝑙𝑛!𝑥 − 8𝑙𝑛𝑥 + 5 > 0 > 0		
;7".>
K⎯⎯M		2𝑧! − 8𝑧 + 5 > 0		 →	 

	𝑧 <
4 − √6
2 ∪ 𝑧 >

4 + √6
2 		→	 

	𝑙𝑛𝑥 <
4 − √6
2 ∪ 𝑙𝑛𝑥 >

4 + √6
2 	→ 	𝑥 < 𝑒

1E√3
! ∪ 𝑥 > 𝑒

15√3
!  

 
Flessi: 
 

𝐹$ = d𝑒
1E√3
! ; 0,1g							𝐹! = d𝑒

15√G
! ; 0,5g 

 
§ Grafico della funzione 
 

 
 
 
 

2. Verificare i seguenti limiti: 
 

	𝑙𝑖𝑚
"→1

1
𝑙𝑜𝑔!𝑥 − 2

= ∞ 

 
Soluzione 

 

|𝑓(𝑥)| > 𝑀 →	 m
1

𝑙𝑜𝑔!𝑥 − 2
m > 𝑀	 → 	 |𝑙𝑜𝑔!𝑥 − 2| <

1
𝑀 		→ 	−

1
𝑀 < 𝑙𝑜𝑔!𝑥 − 2 <

1
𝑀 		→ 

 

2 −
1
𝑀 < 𝑙𝑜𝑔!𝑥 < 2 +

1
𝑀 	→ 	𝑒!E

$
H < 𝑥 < 𝑒!5

$
H 

 
L’intervallo: 
 

n𝑒!E
$
H; 𝑒!5

$
Ho 

 
è un intorno completo del punto x0=4, per cui il limite è verificato. 
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3. Calcolare i seguenti limiti: 
 

(1) 𝑙𝑖𝑚
"→4

(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥) ∙
𝑥 + 1
𝑠𝑖𝑛𝑥 										

(2) 𝑙𝑖𝑚
"→5&

3𝑒" − 5
1 + 4𝑒" 	 

 
Soluzione 

 

(1) 𝑙𝑖𝑚
"→4

(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥) ∙
𝑥 + 1
𝑠𝑖𝑛𝑥 	

6+D!".$E!D:7#"
K⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯M 𝑙𝑖𝑚

"→4
(1 − 1 + 2𝑠𝑖𝑛!𝑥) ∙

𝑥 + 1
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

"→4
(2𝑠𝑖𝑛!𝑥) ∙

𝑥 + 1
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 

 

𝑙𝑖𝑚
"→4

(2𝑠𝑖𝑛!𝑥) ∙
𝑥 + 1
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

"→4
2𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑥 + 1) = 2 ∙ 0 ∙ (0 + 1) = 0 

 
 

(2) 𝑙𝑖𝑚
"→5&

3𝑒" − 5
1 + 4𝑒" =

∞
∞	→ 	 𝑙𝑖𝑚

"→5&

𝑒" ^3 − 5
𝑒"_

𝑒" ^ 1𝑒" + 4_
=
3 − 5

∞
1
∞+ 4

=
3 − 0
0 + 4 =

3
4 

 
 
 

4. Verificare se le seguenti funzioni sono continue nel loro dominio: 
 

	𝑓(𝑥) = 8
𝑥! − 1
𝑥 − 2 											𝑠𝑒	𝑥 < 2

𝑙𝑛(2𝑥 − 3)				𝑠𝑒	𝑥 ≥ 2
 

 
Soluzione 

 
Condizione di continuità: 
 

𝑙𝑖𝑚
"→"$!

𝑓(𝑥)= 𝑙𝑖𝑚
"→"$

"
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥4) 

 

8
𝑙𝑖𝑚
"→!!

𝑥! − 1
𝑥 − 2

	 = −∞

𝑙𝑖𝑚
"→!"

𝑙𝑛(2𝑥 − 3) = 0
		→ 		𝑙𝑎	𝑓𝑢𝑛𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒	è	𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎	𝑖𝑛	𝑥 = 2 

 
 
 

5. Calcolare le seguenti derivate: 
 

(1)		𝑦 =
𝑥! − 4𝑥
𝑥𝑙𝑛𝑥 																															(2)		𝑦 = 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛√2𝑥 + 1	 

 
Soluzione 

 

(1)		𝑦 =
𝑥! − 4𝑥
𝑥𝑙𝑛𝑥  
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𝑦0 =
(2𝑥 − 4)𝑥𝑙𝑛𝑥 − (𝑥! − 4𝑥) ^𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 1𝑥_

𝑥!𝑙𝑛!𝑥 =
2𝑥!𝑙𝑛𝑥 − 4𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥!𝑙𝑛𝑥 − 𝑥! + 4𝑥𝑙𝑛𝑥 + 4𝑥

𝑥!𝑙𝑛!𝑥  
 

=
𝑥!𝑙𝑛𝑥 − 𝑥! + 4𝑥

𝑥!𝑙𝑛!𝑥 =
𝑥(𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 + 4)

𝑥!𝑙𝑛!𝑥 =
𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 + 4

𝑥𝑙𝑛!𝑥  
 
 

(2)		𝑦 = 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛√2𝑥 + 1 
 

𝑦0 =
1

𝑠𝑖𝑛√2𝑥 + 1
∙ 𝑐𝑜𝑠√2𝑥 + 1 ∙

1
2√2𝑥 + 1

∙ 2 =
𝑐𝑜𝑡𝑔√2𝑥 + 1
√2𝑥 + 1
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