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1. Determinare il dominio delle seguenti funzioni: 
 

(𝑎)	𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝑥 − 1
𝑥 + 3																		

(𝑏)	𝑦 = 𝑙𝑛 31 − 2𝑐𝑜𝑠
𝑥
25																(𝑐)	𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 8

1
1 + 𝑙𝑛𝑥9 

  
Soluzione 

 

(𝑎)	𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝑥 − 1
𝑥 + 3 

 
Imponiamo la condizione di esistenza della funzione arcoseno: 
 

 

 
che equivale a risolvere il seguente sistema: 
 

 

 
 

(𝑏)	𝑦 = 𝑙𝑛 31 − 2𝑐𝑜𝑠
𝑥
25 

      

1 − 𝑐𝑜𝑠	
𝑥
2 > 0 → 		𝐷 = >

2
3𝜋 + 4𝑘𝜋;

10
3 𝜋 + 4𝑘𝜋C 

 
 

(𝑐)	𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 8
1

1 + 𝑙𝑛𝑥9 
 

D 𝑥 > 0
1 + 𝑙𝑛𝑥 ≠ 0 	→ 		 F

𝑥 > 0

𝑥 ≠
1
𝑒
	→ 	𝐷 = >0;

1
𝑒C ∪ >

1
𝑒 ;+∞C 

 
 
 
          
 
 
  

−1 ≤ x −1
x +3

≤ 1

x −1
x +3

≥ −1

x −1
x +3

≤ 1

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 soluzione⎯ →⎯⎯⎯⎯  −1;+∞⎡
⎣

⎡
⎣
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2. Studiare le seguenti funzioni: 
 

(𝑎)	𝑦 =
2𝑐𝑜𝑠!𝑥 + 1
2𝑐𝑜𝑠𝑥 													(𝑏)	𝑦 =

𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
√3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

		(𝑓𝑎𝑐𝑜𝑙𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜) 

 
Soluzione 

 

(𝑎)	𝑦 =
2𝑐𝑜𝑠!𝑥 + 1
2𝑐𝑜𝑠𝑥  

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(𝑏)	𝑦 =
𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
√3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

		(𝑓𝑎𝑐𝑜𝑙𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜) 

 
§ Classificazione  

 
Funzione goniometrica fratta (funzione trascendente). 
 
 

§ Dominio 
 

√3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 ≠ 0		
"#$%&'()"	+()'(,"-.'/%

0')"%."	')/(,10"-%
N⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯P	√3𝑡𝑔𝑥 − 1 ≠ 0	 → 𝑡𝑔𝑥 ≠

1
√3

=
√3
3 		→ 		𝑥 ≠

𝜋
6 + 𝑘𝜋 

 

𝐷 = D∀𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥 ≠
𝜋
6 + 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ 𝑍X 

 
§ Simmetrie 

 

𝑓(−𝑥) =
𝑠𝑖𝑛(−𝑥) − 𝑐𝑜𝑠(−𝑥)
√3𝑠𝑖𝑛(−𝑥) − 𝑐𝑜𝑠(−𝑥)

=
−𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
−√3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

≠ 𝑓(𝑥) ≠ −𝑓(𝑥) 

 
La funzione non presenta simmetrie (né pari, né dispari). La funzione è periodica di periodo 2π: 
 

𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 2𝜋) = 𝑠𝑖𝑛𝑥				 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 2𝜋) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 
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per cui, basta studiarla in un intervallo di ampiezza 2π. Scegliamo l’intervallo [0;2π]: 
 

𝐷 = Y0;
𝜋
6Y ∪ >

𝜋
6 ;
7
6𝜋C ∪ >

7
6𝜋; 2𝜋> 

 
 
 
 
 
 
 
 

§ Intersezioni con gli assi cartesiani 
 

𝑋: \𝑦 =
𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
√3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑦 = 0

		→ 		
𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
√3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

= 0	 → 	𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0		 → 	𝑡𝑔𝑥 − 1 = 0	 →	 

𝑡𝑔𝑥 = 1		 → 		𝑥 =
𝜋
4 ; 𝑥 =

5
4𝜋		 → 		𝐴 = 3

𝜋
4 ; 05 			𝐵 = 8

5
4𝜋; 09 

 

𝑌: F𝑦 =
𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
√3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

= 1

𝑥 = 0
		→ 		𝐶 = (0; 1)				 

 
 

§ Segno della funzione 
 

𝑓(𝑥) > 0		 → 		
𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
√3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

> 0	 → 		 b 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 > 0
√3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 > 0

		→ 		 c

𝜋
4 < 𝑥 <

5
4𝜋

𝜋
6
< 𝑥 <

7
6
𝜋
	 

 
§ Grafico 
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3. Risolvere le seguenti equazioni goniometriche: 
 

(𝑎)	𝑡𝑔(9° + 3𝑥) = 𝑐𝑜𝑡𝑔(6𝑥 − 18°)	           
		          

(𝑏)	2𝑠𝑖𝑛!𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 3𝑐𝑜𝑠!𝑥 = 3										(𝑐)	
4

𝑐𝑜𝑠𝑥 =
3𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1 

 
Soluzione 

 
(𝑎)	𝑡𝑔(9° + 3𝑥) = 𝑐𝑜𝑡𝑔(6𝑥 − 18°) 

 

 
 
 

(𝑏)	2𝑠𝑖𝑛!𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 3𝑐𝑜𝑠!𝑥 = 3 
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(𝑐)	
4

𝑐𝑜𝑠𝑥 =
3𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1 
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4. Risolvere le seguenti disequazioni goniometriche: 
 

 

(𝑎)	2𝑠𝑖𝑛!𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 1 < 0											(𝑏)	4𝑠𝑖𝑛!𝑥 − 3 > 0												(𝑐)	
2𝑠𝑖𝑛𝑥 − 1
2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1 ≥ 0 

 
Soluzione 

 
 

(1)	2𝑠𝑖𝑛!𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 1 < 0 
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(2)	4𝑠𝑖𝑛!𝑥 − 3 > 0 
 

 
 
 

(3)	
2𝑠𝑖𝑛𝑥 − 1
2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1 ≥ 0 
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5. Un trapezio convesso è inscritto in un 

cerchio il cui raggio misura r ed ha la base 
maggiore su un diametro. Determinare gli 
altri tre lati del trapezio, sapendo che il 
rapporto tra la loro somma e la base 
maggiore vale k=3/2. 

  
Soluzione 

 
Disegniamo il trapezio come in figura, con la base maggiore coincidente con il 
diametro della circonferenza. Il trapezio considerato è isoscele, essendo un 
trapezio convesso inscritto in una semicirconfenza. Tracciamo la diagonale AC, e 
poiniamo x=BAC l'ampiezza dell'angolo formato dalla diagonale e dalla base 
maggiore. Essendo il triangolo BAC inscritto in una semicirconferenza, è rettangolo 
in C. Le relazioni trigonometriche sui triangoli rettangoli ci dicono che: 
 

 
 
Calcoliamo la misura del cateto AH del triangolo rettangolo ACH: 
 

 

 
Quindi. possiamo calcolare la semidifferenza tra le due basi: 
 

 

 
e: 

 

 
Quindi, la relazione indicata dal problema diventa: 
 

 

 
Sostituendo nella relazione le varie espressioni trovate per i lati del trapezio, 
otteniamo la seguente equazione: 
 

 

 
Semplificando e risolvendo, otteniamo: 

AC = ABcos x = 2rcos x         BC = ABsin x = 2rsin x

AH = AC cos x = 2rcos xcos x = 2rcos2 x

HB = AB− AH = 2r − 2rcos2 x = 2r(1− cos2 x) = 2rsin2 x

DC = AB− 2HB = 2r − 4rsin2 x = 2r(1− 2sin2 x)

AD+DC +CB
AB

=
3
2
  AB=2r⎯ →⎯⎯  2BC +DC = 3r

2(2rsin x)+ 2r(1− sen2x) = 3r
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Per ragioni geometriche abbiamo scartato l’altra soluzione x=150°.  
 
 
6. Problema - Di un triangolo ABC sono noti: 
 

 
 

Calcola i lati b e c e le loro proiezioni sul lato a. 
 

Soluzione 

 
 

 
 
 
 

4sin2 x − 4sin x +1= 0  Δ=0⎯ →⎯  2sin x −1= 0 ⇒ x = 30°

a = 3+ 3      β = 45°     γ = 60°
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